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FRUHES ALGEBRAISCHES DENKEN: NOTWENDIGE VORBEMER-
KUNGEN ZUM BEGRIFF

sGeschichte der Algebrae« seit der Vorantike: Gab es denn
seit 4000 Jahren ein abgegrenztes und als abgegrenzt anerkann-—
tes Ding Algebra? Sicherlich nicht. Oder gab es wenigstens
etwas, das, obwohl nicht als Algebra und vielleicht nicht mal
als »Dinge anerkannt, sich doch iber dle Jahrhunderte zur
heutigen Algebra entwickelte—also eine »Geschichte der alge-
braischen Denkweises? Auch das nlicht, schon weil es kaum
heute eine einfach abgrenzbare salgebraische Denkweise« gibt:
sAlgebrae deckt die Praxis der Lésung arithmetischer Glelichun-
gen; sie deckt aber vielmehr die Theorie solcher Gleichungen
und lhrer Lésbarkeit; unter Mathematikern schlieplich deckt sie
heute hauptséichlich die Generalisierung solcher Theorien, d.h.
die Gruppentheorie und ihre vielen Extensionen. Diese Bedeu-
tungen sind natiirlich (wenigstens paarwelse) verwandt, sind
aber kaum durch efnen Begriff zu erkliren. Vielmehr muf man
von einer Familie gegenseitig abhfingiger algebralscher Denk-~
weisen und Methoden sprechen. Aus der Geschichte der Algebra
wird dadurch eine Geschichte algebraischer Denkweisen, deren
gegenwirtige Verflechtung unseren offenen Algebrabegriff
ausmacht,

In dem MaPBe, wie wir die Geschichte rilckwirts verfolgen,
165t sich diese Verflechtung allm#dhlich suf. So steht die ganze
Klassifizierung irrationaler Grépgen Im 10. Buech der Elemente
und die Erforschung ihrer Inversion geistig der modernen
Gruppentheorie sehr nahe; sie hat aber kaum irgendetne Verbin-
dung mit der Arithmetica Diophants, deren Gleichungslésung mit
Elementen Impliziter Glelchungstheorie ebensogern als al-
gebraisch betrachtet werden kann—geschweige denn mit der

al-jabr des al-Khwarizmi, die uns den Namen der Disziplin
gegeben hat!.

Wir beschiftlgen uns im Folgenden mit algebralschen Denk-
weisen In vorgriechischen Traditionen, besonders im friihen
Babylonien, und in den ssubwilssenschaftlichene Praktikertradi-
tionen, die mit der griechischen swissenschaftlichen: Mathe-
matik gleichzeitig sind, ohne davon viel geprigt zu sein.

! Die Vielseitlgkelt und Undefinierbarkeit der salgebraischen
Denkweisens und die Aunfldsung ihrer garantierten Verbindung
im Mittelalter und in der Antlke erkliren die vielen Ausein-
andersetzungen {ber den salgebraischen Charakter dieses oder
Jenes Gebleles (sel es babylonische »Algebrae«, dlophantische
sArithmetike oder griechische »sgeometrische Algebra«). macht

i?.ie aber auf der anderen Seite auch ziemlich sinn- und zweck-
06.



Zuerst aber ein Wort {iber die Begriffe swissenschaftiiche
und »ssubwissenschaftliche«. Sie beschreiben eine Orifentierung
des Wissens und sind keine Qualitdtsurteile. sWissenschaftliche
ist eine systematische Verfolgung von Wissen um des Wissens
willen iiber die Ebene des Alltagswissens hinaus {inhaltlich oder
in seilnem Inneren Zusammenhang)—stheoretisches« (d.h. sbe-
trachtendes«) Wissen im griechischen Sinne, know-why mit
einem Ausdruck aus moderner Zelt; sie wird sich notwendiger-
weise bemiihen, das Wissen so welt wie moglich explizit zu
machen. »Subwissenschaftlich« ist die Erwerbung und Tradierung
von Spezialistenwissen um seiner Brauchbarkeit willen;, die
Griechen wiirden von einer Techne sprechen, das 20. Jahrhun-
dert von know-how. Im Prinzip darf das Wissen einer sub-
wissenschaftlichen Tradition implizit bleiben, obwohl natiirlich
die Umstdnde des Anlernens der »Lehrlinge: wenigstens eine
orale Explizitierung von vielem hervorzwingt (umgekehrt mag
auch vieles innerhalb einer wissenschaftlichen Tradition in der
Praxis lmplizit, well véllig unproblematisch, bleiben)z,

Unmittelbar méchte man annehmen, dap die Unterscheidung
mit der Unterscheidung zwischen sreineme« und sangewandtems
Wissen identisch sel. Das stimmt nlcht ganz. Erstens mag
selbstverstidndlich stheoretisches: Wissen sehr anwendbar sein,
obwohl es um seiner selbst willen erworben wurde—es gibt
bekanntlich enichts praktischeres als eine Theorie«?. Zweitens,
und weniger diskutlert, gibt es auch sreinee« Auswiichse der
subwissenschaftlichen Traditionen—besonders auffillig im Geblet
der subwissenschaftlichen Mathematlk. Sie gehen unter den
Namen von sScherzaufgabene oder sUnterhaltungsmathematike.

Andererseits sind swissenschaftliche reine Mathematik« und
ssubwissenschaftliche reine Mathematike« in dem Ursprung ihrer
Fragen vbllig verschieden. Als Paradigma der ersten kann man
nochmals das 10. Buch der Elemente in Zusammenhang mit der
voreuklidischen Geschichte der griechischen Irrationalitiits—
theorie erwdhnen. Die Entdeckung der Inkommensurabilitét
filhrte zur Formullerung bisher ungeahnter Fragen: Wie kann
man Strecken konstruleren, dle mit einer gegebenen Strecke
(oder deren Quadrat mit einem gegebenen Quadrat) Inkommen-

2 Aus dieser Definitlon folgt, dap swissenschaftliches Wissena
gegebenenfalls weniger inhaltrelch und schlechter organislert
sein mag als ssubwissenschaftliches Wissen«—man vergleiche z.
B. Nikomachos' ziemlich triviale neupythagoreische Arithmetik
mit der babylonischen sAlgebrae, die unten beschrieben wird.

3 Nach der Entstehung der Ingenleurwissenschaften Im 19.
Jahrhundert und der Verwlissenschaftllichung vleler sozialer
Praktiken im 20. Jahrhundert wird deshalb auch die Distinktion
zlemlich sinnlos. lhre Rolle ist, die Andersartigkeit fritherer
Wissensorganisationen verstindlich zu machen.
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surabel sind? Welche Arten von Grépen gibt es denn iiberhaupt?
Und wie wverhalten sie sich zueinander? Die ersten zwel Fragen
werden schon In Platons Theagitetost bearbeitet; alle dret
llegen hinter der Euklidischen Irrationalitdtstheorie. Die Ent-
wicklung theoretischer reiner Mathematik entsteht also als
Antwort aur offene Fragen, um diese Antwort méglich zu
machen, missen oft (wie auch im eben erwdhnten Beispiel) neue
Methoden und Begriffe geschalffen werden.

Dieses Verhidltnis von Methode und Frage wird in der ssub-
wissenschaftlichen reinen Mathematike, d.h. in der Unterhal-
tungsmathematik, wumgekehrt. Hier werden schon vorhandene
Methoden ausgenutzt, um zu 2zeigen, was man damit alles
machen kann—auch dber das Notwendige hinaus. Der Zweck list,
bei anderen Erstaunen oder Bewunderung oder bei sich das
Gefilhl eigener Geistesstirke zu wecken; dem Schiller profes-
sionelles Selbstbewuftsein einzufidBen; oder seine Fihigkeit in
der Ausiibung seiner Profession nachzupriifen: Mit einem Wort,
Virtuositdt vorzufihren®. Um dleses Zwecks willen werden
Probleme aufgesucht, die mit den vorhandenen Methoden zwar
losbar sind, aber virtuose Beherrschung dieser Methoden for-
dern®.

Da die Aufgaben des praktischen professionellen Alltags dem
gelibten Praktiker schnell trivial werden, fiihrt der Bedarf an
Vorwdnden flr Virtuositit zur Konstruktion von Problemen
jenseits des Praktischen, d.h. zur Entwickiung einer nlcht-
anwendbaren, sreinens Mathematik, deren Aufbau aber von
fhren Methoden und nicht von ihren Problemen bestimmt wird.

Systematisch betriebene »Wissenschafte in diesem Sinn Ist
eine Errungenschaft der griechischen Antike und forderte wohl
in ihrem Anfang das besondere gelstige Klima der griechischen
Kultur mit ihrer Kopplung von Rationalitit, Hochachtung fiir
zivilisierte Mufe und Verachtung fiir die nledrigeren Profes-
slonen. Die sWissenschaftens. der Bronzezeitkulturen wurden von

4 147¢7-148d7 (ed., transl. Fowler 1977). Was Theodoros da

macht, ist von der ersten_ Frage insglriert. wihrend der iun e
Theaitetos (als erster, mup man nach dem Text glauben) die
zwelte angreift.

% Das wird %anz deutlich von Christoph Rudolff In Kinstliche
rechnunf mit der ziffer ... (1640} erklirt. Das Kapitel
"Schimpfrechnung” beginnt mit der Erklirung, wie sDurch
rechnung, auch nit on sonders auffmercken der unwissenden, zu
ergritnden wicuil einer pfenning, creutzer, Eroschen oder ander
mintz vo: im ligen habe .... (hervorhebung JH).

5 Es st charakteristisch, dap die Sammlung arjithmmetischer
Epigramme im XIV. Buch der spitantiken ntholo?‘a raeca
sowohl Aufgaben unterhaltungsmathematischer Art wle elgent-

lzlsch‘lab_?r}ichtmathematische Ritsel einschliiept (ed. Paton 1979: V,



den praktischen Professionen getragen und waren daher von
subwissenschaftlichem Charakter. Das glit auch fiir die Mathe-
matik der babylonischen und #gyptischen Schreiber und Schrei-
berschulen—und gilt fiir diese auch im Sinne, dap ihre sreines
Ebene von fhren wvorhandenen Methoden und nicht von theore-—
tischer Erforschung zentraler Probleme bestimmt wurde.

Es versteht sich unter diesen Umstinden fast von selbst,
dap die einzige in der Bronzezeitmathematik spiirbare Art
algebraischer Denkweisen die problemiésende ist und dap kein
Interesse an Losbarkeits— oder Strukturtheorien sich uns zeigt.
Man findet In der babylonischen Mathematlk viele Gleichungen,
und auch (wie sich unten zeigen wird) viele begriindete Auflé-—
sungen von Gleichungen—vielleicht auch explizite Erwihnung
bestimmter Methoden. Man findet aber weder hier, noch in den
dgyptischen Quellen oder in der sphteren Unterhaltungsmathe-
matik lrgendwelche Spur von Gleichungstheorie.

Ein Lieblingsverfahren fir die Konstruktion komplizierter
Aufgaben war die »Umkehrmethode«: Eine Aufgabe aus dem
praktischen Geblet wurde genommen; statt einer der im Alltag
bekannten Gréfen wurde aber das Resultat als bekannt ange-
nommen—Iim einfachsten Fall waren also Linge und Fliche
elnes rechteckigen Feldes statt L#nge und Breite bekannt. Die
Lésung folgte dann (jedenfalis in den komplizierteren F#llen)
durch Verwendung elner sanalytischens Methode™ Die unbe-
kannte Grife wurde als ganz mormale Gréfie angesehen, und mit
ihr wurde wle mit anderen Grifen umgegangen, bis sle aus
ihrer Verkniipfung mit anderen Gréfen herausgelést war. Das
ist genau, was man auch jetzt bei der Auflésung elner aritth-
metischen Glelchung macht; damit wird wohl mit Recht seit
Viete diese analytische Methode als zentrale salgebraische
Denkwelses angesehen.

7 Der Name wund die Definition gehen auf die griechische
Mathematik zuriick, Siehe dle Elnleltungv zum 7. Buch von
Pappos’ Collectio (ed. Hultsch 1876, transl. Ver BEecke 1933).



ALTBABYLONISCHE *ALGEBRAs

Die frithesten belegten Beispiele von Umkehr praktischer
Aufgaben sind sumerisch und gehen auf die Mitte des 3.
Jahrtausends zuriick. Sie bauen auf umgekehrten Multiplikatio-
nen und berechnen z. B. aus einer Gesamtversorgung von
1152000 sila Gerste (1 sila = liter) und einer Tagesration eines
Arbeiters von 7 sila die Anzahl der Arbeltstage (nimlich 164571
Tage mit einem Rest von 3 sila), oder aus der bekannten Fliche
und Breite die wunbekannte Linge elnes rechteckigen Feldes.
Darin liegt schon ein méglicher rudimentdrer Ansatz fiir die
spitere analytlsche Methode; erstens aber nur ein rudimentédrer
Ansatz und zweitens (weil die Texte nur wenige und zweifel-
hafte Spuren der Denkart verraten) héchstens ein mdglicher
Ansatz®. Interessant und in Detalls verfolgbar wird erst die
altbabylonische »Algebraa.

Die altbabylonische Periode geht von etwa 1900 v. u. Z. bis
etwa 1600 v. u. Z., und die salgebraischen« Texte stammen etwa
aus der zweiten H#lfte dleser Perlode. Sle ldsen schon von
Anfang an komplizierte Aufgaben zweiten Grades und mdgen
deshalb auf eine #dltere Tradition bauen; eine solche ist jedoch
nicht belegt, und ihre Existenz ist durchaus hypothetisch. Wir
werden deshalb wle dle Quellen In medias res anfangen.

Die altbabylonische sAlgebra« wurde seit ihrer Entdeckung
um 1930 als sarithmetisch« angesehen: D.h., es wurde angenom-~
men, dap die darin vorfindlichen GréBen als Zahlen verstanden
wurden; daPp ihre Verkniipfungen als arithmetische Additionen,
Subtraktionen und Multiplikationen betrachtet wurden; und dap
die bei der Aufldsung verwendeten Operationen ebenfalls als
reine Zahlenoperationen angesehen wurden. Eine genaue in-
haltliche, philologische und struktureile Analyse der Texte zeigt
jedoch, daf diese Interpretation nicht korrekt sein kann. Zum
Belispiel gibt es mehrere additive Operationen, mehrere subtrak-
tive Operationen und mehrere scheinbar multiplikatlve Operatio-
nen, die streng auseinandergehalten werden, und sich deshalb
nicht einfach als synonyme Terme verstehen lassen (Belspiele
werden unten gegeben). Die Gesamtargumentation fordert
komparative Wort-flir—-Wort—-Analyse vieler Texte und 14pt sich

€ Die etwa 2500 v. u. Z. datierbare Gersteaufgabe, wo ein
Fehler In einem von zwei Parallel-exemplare das Verfahren
hervortreten Ia?t. wird in meinem [1982] nach Methode und
Denkart analysiert, In diesen Fall zumlindest ist die Methode
nur Im rudimentirsten Sinn analé.rtlsch. eher eine gestufte Ab-
zﬁhlun%. Andere Aufgaben aus dem 3. Jahrtausend wurden von
Powell (1976) iibersetzt und inhaltlich diskutlert.



nicht in den hiesigen Rahmen durchfilhren®. Stattdessen
milssen wir uns mit einer Ubersicht {iber die Hauptresultate und
mit einigen typischen Beispielen begniigen.

Ein einfacher Text! liuft wie folgt in wortlicher Oberset-—
Zung:

1, Die Fliche und das Enigegengestellte habe ich zusam-
mengelegt: 0;45 ist es,

2. 1 das Herausragende setzt Du.

3. Den halben Tell von ! brichst Du entzwei, 0:30 und
0,30 148t Du einander [wie zZusammenstoBende Seiten
elnes Rechteckes] haiten,

4. 0;16 fiigst Du zu 0;46 hinzu: 1 macht 1 gleichseitig.

6. 0;80, das Du [einen Rechteck] hsalten gelassen hast,

reipt Du vom Leibe von 1 heraus: 0;30 ist das Ent—~
gegengestellte,

Fast jedes Wort muf hler erkldrt werden. Erstens die
Zahlen. Die Babylonier verwendeten In ihren mathematischen
Texten eln Stellenwertsystem mit Grundzahl 60 (ein »:Sexa-
gesimalsysteme) ohne Null und ohne Angabe wvon absolutem
Stellenwert {dem Zahlsystem eines Rechenschiebers in letzterer
Hinsicht also #hnlich). Der Verstidndlichkeit halber werden in
der Transkription sowchl dle fehlenden Nullen, als auch die
absolute Grépenordnung angegeben; dle Notation a,b,c:d.e,f...
soll demnach a.60%+b.60'+¢.60°+d-60~1+e.60-2+£-60-3+... bedeu-
ten; 0;30 steht also fir /2, und 0;15 fiir /e

Zweitens die Fachterminologie. Das sEntgegengestelltes
(mithartum) bedeutet als Figur ein Quadrat; seine Zahlengripe
aber Ist die Linge der Quadratseite (die ja lhresgieichen
entgegengestellt wird). Wir kdnnen es als einen Begriff ver-
stehen, wenn wir es als Quadrat, bestimmt von (und deshalb
auch mehr oder weniger begriffen als) seiner charakteristischen
Selte, auffassen—wle wir heute das Quadrat als Flichenmaf und
Fliche zugleich bestimmen und begreifen.

sZusammenlegene (kamirum) ist eine symmetrische additive
Operation, wo beide Addenden In ihre Summe aufgehen. Ver-

9 Ein vorldufiger und wenlg fiberschaubarer Bericht iiber die
Untersuchung "ist mein (1985). Eine bessere Prisentation wird
sich in meinem {1987] finden.

10 Aufgabe Nr. 1 auf der Tafel BM 13901. Publiziert in MKT
111, 8.7 1. Die Obersetzung st (wle alle folgenden, weo nichts
anderes gesagt wird) meine eigene. Die Numerierung ist hin-
zugefiigt; sie ist mit der Linlenzihlung nicht identlsch.



mutlich mup sle &fters als eigentlich arithmetische Addition von
MepPzahlen verstanden werden,

»Das Herausragende« (wdsitum) Iist ein architektonisch-
geometrischer Begriff. In diesem Zusammenhang bezelchnet es
eine geometrische Breite von I, die, wenn sle an eine Strecke
x angelegt wird, daraus eine rechteckige Fléche x.l=x macht.

Der Sinn von ssetzens {(§akdnum) ist nicht ganz klar, und
das Wort scheint nicht ganz elndeutig 2u sein. Das :Setzene
elner Grdpe diirfte jedoch immer ein materielles Festhalten
sein, u.a. durch Eintragung in Ton (aber auch andere materielle
Reprédsentation scheint méglich zu sein). Festhalten Im Ge-
ddchtnis wird dagegen als sden Kopf halten lassen« bezelchnet.

sEntzwelbrechens (pipum) 1ist eine Operatlon, die eine
konkrete GriBe In zwel gleiche, ebenfalls konkrete shalbe
Tellee (Dbamtum) tellt oder (wie hier) aus einer Grépfe einen
der »halben Teile« abtrennt.

sEinander [wie zusammenstoBende Seiten eines Rechteckes|
halten lassen« ist eine etymologisch nicht ganz gesicherte
Ubersetzung von der kausativ-reziproken Verbalform utdku-
lum. Inhaitlich shalten: jedenfalls a2 und b elnander, wenn eln
Rechteck mit zusammenstoBenden Seiten a und b sgebaut.
(bandm)}, d.h. konstrulert wird1,

sHinzufiigen« (wagdbum) ist elne asymmetrische additive
(oder eher quasi-additive) Operatlon, wo unter Hinzufiligung der
konkreten GréPe b an die ebenfalls konkrete Grdfe a die
Identitidt letzterer bewahrt wird (wie die Identitdt eines Ka-
pitals trotz Hinzufiigung von Zinsen bewahrt wird—Zinsen, die
iibrigens auf babylonisch genau sdas Hinzugefiigtes heipen).

»Gleichseitig machene (ib-sls) ist eine Wurzelausziehungs-
operation auf geometrischer Grundlage. sDas Gleichseitige: kann
wie »das Entgegengestellte« das mit seiner Seite identifizierte
Quadrat bedeuten. Der Satz »A4 macht b gleichseitige bedeutet
also, daf dle Fliche A als Quadrat vorkommend die Seite b hat,
d.h. YA=b,

+Herausreifen« (nasipum) ist die subtraktive Umkehropera~-
tlon von »Hinzufigene, also ein konkretes Wegnehmen, worunter
die Identitit der zu vermindernden Grdpe bewahrt wird. Der
Ausdruck svom Leibes (/fbba, elgentlich sHerz« oder sElnge-—
weides) zeigt, dap die zu vermindernde Grépe eine sehr kon-

‘1 Ein irregulires Viereck kann jJedoch auch von zwei entge-
gengestellten Selten sgehalten« werden. Das lst geometrisch
einleuchtend, obwohl In diesem Fall natilrlich die Figur nicht
dadurch eindeutlé bestimmt wird. Von »muiltiplikativems Prozep
ist selbstverstindlich dann {iberhaupt keine Rede mehr.
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FIGUR 1. Der Ldsungsvorgang in BM 13901 Nr. I, »Quadrat-
fldche+Seite=0;45s.

krete Fiille besitzt und deswegen kelne abstrakte Zahl seln
kann.

Die Aufgabe handelt also von einem Quadrat, we die Summe
der Mepzahlen von Fliche und Selte gleich 3/4 lst. Die Seite
(»das Entgegengestelite«) wird zuerst mit eilner sherausragen-
dene Breite ! versorgt, so daf sie in ein Rechteck verwandelt
wird, Damit ermdglicht sich der Rechner elne geometrische
Interpretation des Zusammenlegens (siehe Figur 1) und schafft
sich eine Unterlage filr ein analytisches Verfahren.

Die geometrische Summe (=%} 1ist ndmlich aus einem
Quadrat und einem Rechteck zusammengesetzt, wobel die Linge
des letzteren als ! bekannt ist und seine Breite gleich der
Selte des Quadrates. Die ganze Fligur kann deshalb nach
Zerschneidung in einen Gnomon umgelegt werden, wo das
fehlende Quadrat von den 2zwel shalben Tellen: der »Heraus-
ragendens ! gehalten wird und daher als 1/.1/2=1/4 bekannt
ist. Wird es hinzugefiigt, st die Fliche des erginzten Quadrates
3/4=1, und selne Seite also v1=1. Wird der hinzugefiigte shalbe
Telle wieder weggenommen, bleibt die Seite des urspriinglichen
Quadrates, das sEntgegengestellte«.

Das st genau das Verfahren, das im Text beschrieben wird.
Seine Korrektheit ist Intuitlv ganz elnleuchtend, wird aber
nicht ausdrilcklich kommentiert. Da die Flgur trotz lhrer
unbekannten Breite in der ganzen Operation als ganz konkret
vorhanden behandelt wird, ist der analytische Charakter des
Verfahrens auper Zweifel—man konnte mit einem gewlssen
Recht von naiver geometrischer Analyse sprechen (snalv., weil
die blope Mdéglichkelt des Anzweifelns abwesend ist).
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Auperdem wird man bemerken, dap der Text zwischen eliner
geometrischen Grdfe und jhrer Mefzahl keinen Unterschied
macht; besonders auffallend ist die Konstruktion des Ergin-
zungsguadrates, das dann einfach als 0;15 bezeichnet wird.
Andere Texte gehen noch weiter und zeigen uns ganz klar, dap
die MePzahlen im Unterricht als jdentifizierende Namen ver-
wendet wurden—also »rdleses 0;30«, wo wir in derselben Absicht
von sder Strecke AB« oder »der Linge x¢ reden wilrden. Das
ist problemlos, so lange nur bekannte Griéfen so identifiziert
werden; in Fillen, wo mehrere Grépen numerisch gleich sind,
wird weitere Identifikation durch Hinwelse auf die frilhere Rolle
der elnzelnen Grope geschaffen (wie das »0;30, das Du halten
gelassen hasts unseres Textes). Schlieplich gibt es sogar noch
Fille, wo eine im Prinzip unbekannte Grife mit lhrer Mepzahl
bezeichnet wird, ohne dap dieser sunbekanntes Wert jedoch im
Argument benutzt wird (und wo somit die Zahl nur die Funk-
tion eines modernen x ausfilllt und ein Unterschled also zwi-
schen der Zahl als Name und als Ergebnis der Rechnungen
gemacht wird). bas wire in einer praktisch benutzten Kalkula-~
tion eln Unding; wir milssen uns aber klar machen, daf alle
(oder mindestens alle uns bekannten) sAlgebra«—Texte Schul-
texte sind. Sie lehren eine Methode und lésen Kkeine bisher
ungeldsten Probleme—im Gegentell sind die Probleme so zuge-
schnitten, dap sie mit der zu lehrenden Methode l8§sbar sindiz,
Ubrigens wird die Ldsung, auch wenn sie nicht ausdriicklich im
Text erwihnt wird, normalerweise vorher den Schillern bekannt
gewesen sein—d34fters wird elne und dleselbe Figur als Unterlage
fiir eine ganze Relhe von Aufgaben benutzt, Auch das kommt
uns merkwiirdig vor, da wir uns das Problem Im Prinzip primdr,
well noch ungeldst, und dle Methode sekundir und dem Problem
zugeschnitten denken. Kein babylonischer Schreiber war aber je
auf ein praktisches Problem zwelten Grades gestofen; dle
Lésung solcher Probleme in der Schule sollte, wie oben di-
skutlert, nicht der kalkullerenden Praxls, sondern dem Vor-
zeigen oder der Ubung von Virtuositit dlenen.

Oft spricht man von »Gleichungene« In Verbindung mit der
babylonischen sAlgebras. Der oblge Text zeigt uns, In welchem
Sinn das verstanden werden muB: Eine mehr oder wenlger
komplizierte konkrete Gréfe wird konstrulert und lhre Mefzahl
dann angegeben; zuwellen wird es gesagt, dap elne Gripe »wies

12 Das ist bel den Problemen zwelten Grades nicht immer
eindeutlg aus den Texten zu sehen, da dle Babylonler alle
golchen Probleme l&sen konnten. Wenn man 2w Problemen
dritten oder hoéheren Grades {lbergeht, wird es aber unwider-
ruflich klar—vgl. unten.



elne andere ist, d.h., dap die MeBzahlen dieselben sind. Wenn
wir das Nichtunterschelden zwischen Gréfe und »Zahlenwerts so
verstehen, dap Worter wie sLinges, sBreite« u.s.w. als sRepri-
sentantens sowohl fiir die Grofen, als auch fiir ihre unbekann-
ten Werte aufzufassen sind, wird daraus in beiden F#llen eine
Gleichung in fast modernem Sinn. Uberall, wo im Folgenden von
babylonischen :Gleichungens« gesprochen wird, sind solche
Grégengleichheiten gemeint.

Die Identifizierung von Grofe und Mefzahl kénnte weiter
dazu filhren (und hat gewdhnlich dazu gefithrt), daf der Text
als ausschlieflich arithmetisch gelesen wird!?. Tut man das,
entsteht der Eindruck von ganz moderner Schulalgebra. Alle
Einzelschritte unseres Textes sind ja in moderne Gleichungs-
operationen direkt {ibersetzbar:

X24x=%/y =) XIT+X-1=%/4 =)
X242 x A a4 (1/22=3 g+ f4=1 =)
(x+1/2)2=] =) x+i/e=/1=1 => x=I-1/2=1/2

Dem grundlegenden ontelogischen Unterschled zwischen elner
Algebra abstrakter Zahlen und elner »sAlgebrac gemessener
Strecken zum Trotze war also letztere in diesem elementaren
Fall der ersten praktisch gleichwertig und pidagogisch viel-
leicht Gberlegen. Das gilt auch in vielen kompllzierten Fillen.
Fir solche wird jedoch fiir alle Koeffizientenreduktionen noch
e¢ine Operation bendtigt, dle sogenannte sHebunge (nasdm). Sie
bezeichnet eine eigentliche Berechnung einer konkreten Gréfe
durch Multiplikatiom4, wvermutlich durch irgendeine intuitive
Proportlonalitdtsbetrachtung. Daf sheben: etwas mit Propor—
tionalitdt oder Multiplikation zu tun hat, scheint uns wohl
kaum etnleuchtend; eine mdgliche Erklérung finden wir in der
Verwendung der Operation unter anderem fiir die H3heberech-

13 Die geometrische Deutung der operativen Termint wird uns
nimlich {mit Ausnahme einzelner frither nilcht bemerkter bzw.
nicht verstandener Worte wie Leibe und Herausragende) nur
durch eine vergleichende Lesuni ven sehr vielen Texten auf-
gezwungen; eine unmittelbare Lesung des Einzeltextes kinnte
ebensogut arithmetisch werden, wenn nur dlese isollerten Worte
als iberflissig oder unverstindlich {ibersprungen werden.

4 Noch elne andere multipllkative Operation wird mit a-ra
bezelchnet. p a-ra g ('f’ schritte von g«)ist eine numerische
Mutltipiikation der Zah 1{ mit der Zahl ¢ dle Operation
findet sich deshalb in den Multiplikationstabellen. Gelegentlich
findet man sie auch In den »salgebraischen« Texten, z.B. in
gewlssen seltenen Fi#llen, wo eine rechteckige Fliiche zuerst
sgebauts und lhre Mefzahl danach In elnem zweiten, separaten

%f.ihgltt durch Multiplikation der Mepzahlen der Seiten berechnet
rd.
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FIGUR 2. Wie das Erheben einer Rampe und einer Mauer als
multiplikativer Prozef aufgefaft werden kann.

einer Rampe und die Berechnung der Ziegelanzahl einer
Mauer—siehe Figur 2.

Auch die Division scheint uns notwendig filr die melsten
komplizierteren Algebraaufgaben. Eine eigentliche Division gibt
es aber trotzdem bel den Babylonlern nicht, Stattdessen mul-
tiplizieren ste, wenn es méglich ist (d.h. wenn der Divisor eine
Potenz von 60 tellen kann—in anderen Worten, wenn er die
Form 2°P.39.57 hat) mit dem reziproken Wert des Divisors (sein
igi egenannt; den tgi zu finden wird als »Abspaltunge
|patdrum, nimiich aus der Einheit] aufgefapt}; wenn kein igi
existiert, stellt der Text dle Frage swas soll ich zu a setzen,
das mir b gibt?e und fihrt unmittelbar danach die Antwort
an—daPp eine Antwort immer gegeben werden kann, entweder als
ganze Zahl oder in Form eines endlichen Sexagesimalbruchs,
folgt aus der Konstruktion der Aufgaben aus bekannten Situa-
tionen.
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EIN sPRAKTISCHES« PROBLEM ZWEITEN GRADES

Mit diesen einfachen Techniken und Operationen haben die

Babylonier viele verwickelten Aufgaben geldst. Ein charakteri-
stisches Beispiel (auch charakteristisch, weil scheinbar aus der
alltdglichen Praxis des Landmessers genommen, bel genauerem
Anblick allerdings ganz kiinstlich) ist die Aufgabe auf der Tafel
VAT 76321% (die Ubersetzung ist nur in den mathematischen
Teilen vdllig wdrtlich):

1. Ein trapezformiges Feld. Ein Schilfrohr habe Ich
abgeschnitten und als Mefirohr genommen.

2. Widhrend es ganz war, bin fch 1 Sechzig Schritte die
Lénge entlang gegangen.

3. Sein 6er Teil Ist mir abgebrochen, 1,12 Schritte lieB
ich auf der Linge folgen.

4. Welter ist mir 1/3 des Rohres und '/s Elle abge~
brochen, In 3 Sechzig Schritte bin ich die obere
Breite gegangen.

6. Mit dem, was mir [zuletzt] abgebrochen ist, habe ich
das Rohr wieder vergréBert, und in 36 Schritten habe
ich die untere Breite durchgemacht.

6. Die Fliche ist 1 bur. Was Ist die urspringliche
Linge des Rohres?

7. Du, bei deinem Verfahren: Das Rohr, das Du nicht
kennst, setze als 1.

8. Selnen 6en Teil brich ab, dann bleiben dir 0;50.

9. Seinen igl spalte ab, das [darauskommende] 1;12 hebe
zu 1 Sechzig.

10. Das [darauskommende] 1,12 zu <1,12> fige hinzu: es
gibt 2,24, die falsche Linge.

11. Das Rohr, das Du nicht kennst, setze als 1.

12. Sein !/3 brich ab, 0;40 zu 3 Sechzig, der oberen
Breite, hebe; 2,0 gibt es.

13. 2,0 und 36, die untere Brelte, lege zusammen.

14. 2,36 zu 2,24, die falsche Linge, hebe; 6,14,24 ist die
falsche Fléche.

13 publiziert in MKT I, 294f.
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15. Verdopple bis 2-mal die Fliche, das ist 1,0,0. hebe es
an 6,14,24; es gibt 6,14,24,0,0,

16. und /2 Elle, die Du abgebrochen hast, hebe zy 28
Sechzig.

17. Das ([darauskommende] 5 hebe an 2,24, die falsche
Lidnge; es Ist 12,0.

18. Die Hilfte von 12,0 brich entzwel, entgegenstelle.

19. Fige das [darauskommende] 36,0.0 zu 6.14,24,0,0;: es
gibt 6,15,0,0,0.

20. 6.15,0,0,0 macht 2,30,0 gleichseltig.

21. 6.0, das Du zurickgelassen hast, zu 2,30,0 fiige hinzu;
es gibt 2,86.0.

22, Der igi von 6,14,24, die falsche Fldche, 148t sich
nicht abspaiten. Was soll ich zu 6,14,24 setzen, das
2,36,0 gibt?

23. Setze 0;25.

24. Weil der 6te Teil {...] abgebrochen ist, schreib 6, 1
lasse weggehen; 5 ldBt Du zurdck.

25. <der igi von 5 ist 0;12; 0;12 hebe zu 0:25; 0;05 gibt
esyis

26. 0:05 zu 0;25 fige hinzu, '/e nindan gibt es dir als
urspriingliches Rohr,

Die Verbindung zur (feldmesserischen) Praxis 1#ft sich nicht
nur in der #uBeren Einkleidung des Problems sehen, sondern
auch in den Zahlenangaben und den Elnheiten. Das »I, Sechzige
wird im gewdShnlichen, sabsoluten. System geschrieben, nicht im
Stellenwertsystem der mathematischen Textet?. Die Einheit
aller Ladngen ist der nindan, der gleich 12 sEllens ist (letz-
tere ist etwa 50 cm, ersterer also etwa 6 m; diese Einheit mup
librigens auch in der wvorigen Aufgabe mitgedacht werden—
babylonische Geometrie, auch wenn Grundlage fiir sAlgebrae,
handelt nie von abstrakten Lingen). Der bur ist elne der

gewbhnlichen Feldmessungseinheiten und Ist gleich 30,0
nindanz,

16 Vervollstindigung nach Paralielstellen in verwandten
Texten.

" Das ist jedenfalls die natiirliche Lesung. Man kann jedoch
auch »1,0, von der GréBenordnung Sechzige lesen, wo 1,0 eine
Stellenwertzahl ist (da dlese einfach als i mit der Eins des
absoluten Systems geschrieben wird).

13



1,12 sechzig 1,0 Lange
2,24 falsche Linge

30,0 g

3 sechzig
45
1
3

— 112 z2—p¢e— 1,0 X —p

FIGUR 3. Das Trapezformige Feld aus VAT 7632. Oben wie auf
der Tafel gegeben (gewisse geschidigte Zahlen sind nach
Faralleltexten rekonstruiert). Unten links In korrekten Propor-
tlonen. unten rechts verdoppeit.

Dieser Verbindung zum Trotze macht der ganze Gang der
Aufgabe uns deutlich klar, dap wir weit von der Praxis entfernt
sind und uns im Feenland der Ritsel befinden; dort nimlich—
und nicht im Allitag—trifft der Feldmesser auf Probleme zwelten
Grades.

Versuchen wir, dem Gang der Rechnungen zu folgen (vgl.
Figur 3). In 7-9 werden die 60 Schritte mit dem urspritnglichen
Rohr in 1,12 Schritte mit dem einmal gekiirzten Rohr umgesetzt
und die ganze Linge des Feldes demnach als 2,24 Schritte mit
diesem angegeben. Das nur halbwegs expllzite Argument scheint
von dem Typus seinfacher falscher Ansatze zu sein (in der Tat
findet das Wort »falsche (lul) sich Ja auch Im Text): Wenn
das Rohr die urspringliche Linge 1! gehabt hitte, wire die
gekirzte Linge 1-1/4=1-0,;10=0,60. Die ganze mit dem unge-
kiirzten Rohr durchgegangene Strecke wire 60, die dann mit
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dem gekirzten Rohr in *%%/p;s0=1,12 Schritten durchschritten
werden konntets,

In 11 wird ein neuer Ansatz gemacht. Erstens wird nur die
Klirzung von t/s in Betracht gezogen, und die 3.0 Schritte mit
dem so nochmals gekiirzten Rohr werden in 12 in 2,0 Schritte
mit dem einmal gekiirzten umgesetzt. Eine »falsche Fliche« von
2,24-¢2,0+36) wird dann in 13-14 gefunden und zwar das Recht-
eck, das durch Verdoppelung des Trapezes entstehen wilrde,
wenn das einmal gekiirzte Rohr die Linge I h#tte und wir von
der abgebrochenen /2 Elle absehen. DaB eine eigentliche
physische Verdoppelung stattfindet, wird in 15 klargemacht, wo
die »wahre« Fliche in #hnlicher Weise verdoppelt wird (sbis
n-mal verdoppelns ist eine n-malige konkrete Wiederholung).

Was weiter geschieht, ist nicht direkt Zeile fir Zeile
verfolgbar, wird aber durch Vergleich mit Standardaufgaben von
dhnlicher Struktur verstfindlich. Es geht etwa so:

Wir betrachten das einmal gekiirzte Rohr als sEntgegen-—
gestelltese, d.h. als unbekannte Seite eines Quadrates. Wenn wir
von der /3 Elle absehen, ist die verdoppelte wahre Fliche
gleich 2,24-(2,0+36) = 6,14,24 mal dieses Quadrat. Nun miissen
wir aber dile !/ Elle mitdenken. Jedesmal, wenn wir mit dem
zum zweltenmal gekilrzten Rohr einen Schritt gemacht haben,
fehit uns !/; Elle, alles in allem &2,0.-1/37 Ellen = 3,0-1/3.1/12
nindan = 1,0./;znindan = 5§ nindan. Insgesamt haben
wir also einen Streifen der Breite 5§ nindan und der Linge
gleich 2,24 mal das elnmal gekiirzte Rohr, d.h. ein Rechteck
von 12,0 nindan mal dle Seite des unbekannten Quadrates zu
viel genommen; in Wirklichkeit ist deshald die verdoppelte
wahre Flidche nur 6,14,24 mal das unbekannte Quadrat minus
12,0 mal seine Selte (selbstverstidndlich mit einem »Heraus-
ragendene von 1 nindan versorgt). Als babylonische Stan-
dardaufgabe kdnnte man das in folgender Weise formulieren:
12,0 mal das Entgegengestellte habe jch aus 6,14,24 mal der
Fliche herausgerissen: 1,0,0 ist es.

Wir wiirden jetzt die ganze Gleichung mit 6,14,24 teilen, um
eine normalisierte Gleichung zu erhalten. Das kann der babylo-
nische Rechner nicht, da 6,14,24 = 26.3%.13 keinen igi
besitzt. Stattdessen betrachtet er stillschwelgend 6,14,24 mal

1 Man bemerkt, dap wir hier dle Reprdsentation elner unbe-
kannten_ Grépe durch elne bekannte Zahl wledertreffen. In
diesem Fall Ist allerdings der Reprisentant von dem wahren
Wert der Grope verschieden, Die Methode des einfachen fal-
schen Ansatzes kann deshalb benutzt werden, um wirkliche
Probleme zu losen (und wurde auch von praktischen Rechnern
so benutzt bls zur Renalssance). Die Rolle der 1 als »x des

armen Mannes: in einer wahrhaftig analytischen Argumentation
ist unverkennbar.
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FIGUR 4A. Zwei Methoden. das Problem As2-Bs=C in
(As)2-B.(As)=AC zu verwandeln: Entweder durch Multiplikation

der horizontalen Dimension mit A (hier 4), oder durch Multi-
plikation der horizontalen MeBeinheit mit A-Y.

die urspriingliche Seite als Seite eines neuen Quadrates, das
dann 6,14,24 mal so grop wie das Rechteck mit einer Lénge
gleich 6,14,24 «Entgegengestellten« und einer Breite gleich dem
:Entgegengestelltens sein mupf!®. Auch 2,0 mal die neuwe Selte
mup 6,14,24 mal so grop sein wie 12,0 mal die urspriingliche
Seite—und also ist das neue Quadrat minus 12,0 mal seine Seite
6,14,24 mal so grof wie die urspringlichen 1,0,0 [nindanz]
und somit 6,14,24,0,0 Inindan?]{vgl. Figur 4a). Damit ist
dann die Aufgabe auf folgende normalislerte Standardaufgabe
reduziert worden: 12,0 mal das Entgegengestellte habe Ich aus
der [ldche herausgerissen: 6,14,24,0,0 ist es. Sie wird mit einem
geometrischen Standardverfahren gelost—siehe Figur 4b: Die
ganze Fliiche von 6,14,24,0,0 (Quadrat minus 12,0 Selten) ist ein
Rechteck, dessen Linge die Breite mit 12,0 {ibersteigt. Dieser
Uberschup wird halbiert und die dupere Hiilfte so umgelegt, dap

12 Die Vergrdperung des Quadrates kinnte elne physische
Vergroferung sein; es konnte sich aber ebensowohl um_ eine
bloffe VergropBerung der MePzahl handeln, die aus einer Ande-
rung der Mefeinheit (in elner der zwei Dimensionen) folgte.
Letztere Moglichkeit (die gecmetrisch einfacher wire, da alles
dann auf derselben Flgur gemacht oder gedacht werden kénnte)
wire z.B. der UmrechnunF n 7-10 sehr Fhnlich. Aus diesem und
anderen Griinden finde ich sie plausibler. (Dle babylonischen
Rechner waren daran gewohnt, verschiedene Dimensionen einer
Figur in verschiedenen Einheiten zu messen, weil horizontale

Ausdehnungen in nindan gerechnet wurden, vertikale Aus-
dehnung aber in Ellen).
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FIGUR 4B. Die Ldsung des Problems §:-BS=C wie In VAT 7532
beschrieben.

die zwel Stiicke von 6,0 als Ecke eines Erginzungsquadrates
enigegengestelit werden. Das ergidnzte Quadrat Ist dann
6,14,24,0,0+36,0,0 = 15,0,0,0 und selne Seite also 30,0. Die
urspritnglich zurickgelassene Hi#lfte 6,0 des Uberschusses wird
(in 21} zur rechten Seite der zuerst umgelegten hinzugefiigt,
wodurch die volle Breite des verminderten Quadrates restitulert
und als 36,0 gefunden wird. Diese Zahl war um einen Faktor
6,14,24 groper als das einmal verminderte Rohr, das dann
(22-23) durch Division als 0,25 gefunden wird2®. Schlieplich
wird mit einem letzten »falschen Ansatze die Linge des un-
gekidrzten Rohres als Yz nindan gefunden.

Das 14pt sich natiirlich viel einfacher In modernem Buch-
stabensymbollsmus ausdriicken, wenn man nur im Besitz dieses
Symbolismus ist und damit vertraut umgeht:

z=3/6X und 1/2:(1,0.x+1,12.2){(3/3-2~1/36)-8,0+36.2}
=30,0

=> (1,12+1,12).2.{(2,0+36).2-5/=1,0,0 =>

2,24-2,3622-2,24-52=1,0,0 =) §6,14,24-22~12,0.2z=1,0,0

Setzen wir jetzt Z=6,14,26.2, kriegen wir

Z2-12,0.2=6,14,24-1,0,0 => 2Z%-12,0.2=6,14,24,0,0 =>
2-2:6,0-Z+(6,0)°=6,14,24,0,0+36,0,0=6,15,0,0,0 =>
Z-6,0=Y6,15,0,0,0=2,30,0 => Z=2,30,0+6,0=2,36,0 =>
6,14,24.2=2,36,0 => 2=0,25 =>
x={6/ (=g Nz=H16-114) /g 1y]z2=2+( /o) 2=

0;25+0,06=0,;30

Das Verwunderliche ist nicht, dap die babylonische Berech-
nung sich in algebraischen Symbolismus iibersetzen 13pt. Ver-

20 Man kann bemerken, daB die geometrlsche Situation und gje
Operationen dieselben sind wie In Flgur 1. Nur lst diesma! die

gesuchte Gripe die Ldnge und nicht dle Breite des Rechtecks.
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wunderlich ist es dagegen, dap diese Ubersetzung der modernen
Lisungsweise so nahe kommt. In der Tat haben die Babylonier
mit ihrem geometrischen und sehr konkreten Gedankengang in
fast denselben Schritten gearbeitet, wile wir es tun wiirden
(abgesehen von den besonderen Schritten, dle aus fhrem elgen—

artigen Divisionsverfahren folgen und die nicht in Symbole
mitiibersetzt wurden).
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DER ERSTE GRAD

Die Reduktion der »Standardgleichunge zweiten Grades Ist,
wie wir sehen, ganz standardisiert. Dagegen scheinen die
Operationen ersten Grades in ganz lmprovisierter Weise behan-
delt zu werden, meistens mit verschiedenen Varianten des ein-
fachen sfalschen Ansatzese. Es gibt jedoch auch sehr standardi-
sierte Behandlungen von sGleichungen: ersten Grades, Ein
Beispiel, das uns auch einen besseren Einblick in dle oralen und
didaktischen Aspekte des Unterrichts gibt als die meisten
Texte, ist TMS XVI2l, Der erste von zwei parallelen Teilen
18uft wie folgt:

1. Ein 4tel von der Breite ist von Lange und Breite
herauszureiffen, 485.

2. Du, hebe 45 zu 4; 3,0 siehst Du. 3,0, was Ist das?

3. Setze 4 und 1; setze 50 und 5, das herauszureifen Ist.
4. 5 zu 4 hebe, 1 Breite.

8. 20 zu 4 hebe; 1,20 siehst Du, 4 Breiten.

6. 30 zu 4 hebe; 2,0 siehst Du, 4 Lingen.

7. 20, 1 Breite, die herauszureifen ist, von 1,20, die 4
Breiten, reiffe heraus; 1,0 siehst Du.

8. 2,0, die Lingen, und 1,0, die 8 Breiten, lege zusammen;
3,0 siehst Du.
9. Den igi von 4 spalte ab; 0;15 siehst Du.

10. 0;16 zu 2,0, die L&ngen, hebe; 30 siehst Du, 30 die
Linge.

11, 0;15 2u 1,0 hebe; 16 ist der Beitrag der Breite.

12. 30 und 16 behalte (7).

13. Da er sein 4tel der Breite ist herauszureifen« gesagt
hat, von 4 reife 1 heraus; 3 siehst Du.

14. Den igi von 4 spalte ab; 0;16 siehst Du.

156, 0:16 zu 8 hebe; 0,46 siehst Du. 0:;45 ist so viel es von
Breiten gibt,

16. 1 Ist so vlel es von Lingen gibt.

2! Publiziert In Brulns & Rutten 1961: 92. Korrektlonen,
Ubersetzung und Interpretation In meinem [1987:83fL.
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FIGUR 6. Graphische Reprdsentation der Glefchungstransforma-
tion in TMS XVI A.

17. Nimm 20, die wahre Breite. Hebe 20 zu 1, 20 siehst
Du.

18. 20 zu 0:45 hebe; 15 siehst Du.
19. 15 von 3%s ziehe heraus; 30 siehst Du, 30 die Lénge.

Was uns hier vorgezeigt wird, ist Kkeine Aufgabenlisung,
sondern dle didaktische Erklirung der Transformation elner
»Gleichunge. Wir kénnen dlese Glelchung entweder graphlsch
(vgl. Figur 5) oder symbolisch iibersetzen—Iletzteres als

(x+y)-t/ay=45,

wo X dle Linge und y die Breite ist. Wie es klar wird in 3,
sind die Linge schon voraus als 30, die Breite als 20, ihre
Summe als 50 und das 4tel der Breite als § bekannt. Die
Transformation, die erklirt wird, ist eine Multiplikation mit 4,
dle die rechte Seite In 3,0 verwandelt, nach deren konkreter
Erklarung dann {(in 2) gefragt wird.

Erstens werden in 3 auBer den urspriinglichen Gropen die
Multiplikatoren 1 und 4 (fiir die urspriingliche bzw. die multi-
plizierte »Gleichunge), die Summe 50 und das herauszureifende
& »gesetzts, d.h. irgendwie materiell notiert (lm Ged#chtnis
etwas zu notieren heipt, wie wir uns erinnern, sselnen Kopf es
halten zu lassens).

In 4 bis 6 werden dann das Hersuszurelfende 5, die Brelte
20 und die Linge 30 mit 4 multipliziert und die herauskommen-
den Zahlen als jewells ! Brelte, 4 Breiten und 4 L&ngen erklirt.
In 7 wird das Herauszurelfende 20 aus dem 1,20 gerlssen,
welches 1,0 zuriickldft (in 8 als 37 Breiten erklirt). In 8 sehen
wir schlieplich dle Erkldrung des 3.0 als dle Summe von 2,0,
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das von den 4 Liéngen herriihrt, und 1,0, das mit 3 Breiten
identisch ist.

Die n#chste Stufe kehrt jetzt alles um und multipliziert alles
mit 1/4=0;15, dem igl von 4. /¢ von 2,0 ist 30, also elne
Linge (10); */¢ von 1,0 ist 15, das dann 2als »Beitrag der
Breite« prédsentiert wird (11; im selben Sinn ist also der sBei-
trag der Linge« 30, d.h. eine Linge). Im unklar geschriebenen
12 wird der Schiiler vermutlich aufgefordert, diese zwel Bel-
trige im Kopf zu behalten.

Der letzte Teil des Textes Ist dann die Erklirung der zwei
sBeitrdges«. Erstens wird in 13-15 der Koeffizlent der Breite
(»s0 viel es von Breiten gibte) als I-1/4=1-0;15=0;45 gefunden.
Von Anfang an ist es klar, daR der Koeffizient der Linge 1 ist
(16). In 17 wird eine swahre. Breite (wohl dle Breite einer
Figur) in die damit gleich grofe formal! angesetzte sBreite« der
hier durchgegangenen Hilfsberechnung durch Multiplikation mit
I umgesetzt; in 18 wird diese mit fhrem Koeffizienten 0;45
multipliziert, was natiirlich den »Beitrag der Breite« gibt; wenn
er in 19 aus der Summe herausgerissen wird, bleibt 30, der
Beitrag der Linge, d.h. die Linge selbst.

Das kann, in Worten gesagt, ein wenig undurchsichtig
vorkommen. Wir mitssen es uns aber (nach dem »setze« in 3)
als eine begleitende Erklirung vorstellen, wahrend die Opera-
tionen gleichzeitig in irgendeiner materiellen Reprisentation
vollzogen wurden, z.B. in einer Zeichnung Im Sande des Schul-
hofes2®2, wvgl. Figur 6. Um uns in dle Situation der Schiiler zu
setzen, kann man versuchen, dem Gang der Operationen auf
dieser Figur zu folgen.

22 Auch im elementaren Schrelbunterricht wurde dieses Schrel-
bmaterial vermutlich benutzt——vgl. Tanret 1982.
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KOMBINIERTE PROBLEME ZWEITEN GRADES

Eine Aufgabe voll zu ilbersetzen, wo eine Transformation der
eben vorgestellten Art benutzt wird, wirde zu weit filhren.
Stattdessen koénnen wir eine symbolische UObersetzung der
ersten Aufgabe der Tafel VAT 85202 betrachten—wobel man
allerdings daran erinnern muf, dap der eigentliche Text konkret
und geometrisch ist im selben Sinn wie die vorigen (ungeachtet,
daf die uvnbekannten Gropen hier als 2zusammengehdrendes
Zahlpaar der Reziprokentafel vorgestellt werden). In symbo-
lisch-arithmetischer Ubersetzung wird daraus folgendes:

x=8/13.(x+y)=0,30 und x.y=!

Die erste Gleichueng wird nach den o¢ben gelehrten Prinzipien
mit 13 multipliziert und wird so zu

7X=-6y=6;30 , wihrend 7x-6y=42.
Setzen wir jetzt X=7x, ¥Y=6y, kriegen wir
X-Y=6;30 und X-Y=42

geometrisch also ein Rechteck mit bekannter Fliche, wo auch
der Uberschup der Linge {ber dle Breite bekannt ist. Diese
Konfiguration kennen wir schon als Standardkonfiguration aus
den ersten zwel Aufgaben (siehe Figur 1 und 3), und die
Lésung x=1,30, y=0;40 folgt in &hnlicher Weise.

Von Aufgaben dieser Art, wo die Seiten eines Rechteckes
mit bekannter Fliche eine {oft ziemlich komplizierte) »Glel-
chung: ersten Grades befriedigen, gibt es in den sogenannten
sSerientextens hunderte?s. Sie macht damit die am besten
représentierte »algebralsches« Aufgabengattung aus. Die wenigen
hier vorgefithrten Aufgaben sind damit fiir d¢ie Haupttypen
babylonischer »Algebraaufgabens zweiten Grades ziemlich

23 [n MKT [, 346f publiziert.

24 Die Linge ist dann immer 30 und die Breite 20, wie In der
oben erklirten Glelchung x+y-1/¢v=45 Die einzelnen Probleme
sind sehr systematisch aufgestellt, und zwar nach einem mehr-
dimensionalen Schema. So werden im Tafel YBC 4668, Nr. C 38
bls € 53, aus der nGleichun%- a+’/u(cr—-gé=A durch systemati-
schen und unabhidngigen Austausch des Zdhlers mit 2, des er-
sten + mit -, des ersten o mit B und des Nenners mit 7 ins—
esamt 24=16 verschledene sGleichungens« hervorgebracht (siehe
KT I, ? 462). «a jst hier x.t/y, B ist y.¥/x (x steht wie schon
vorher Fir die »Linge« und y» filr die »Breites elnes Recht-
eckes). Die andere «Gleichungs ist x.y=1,0, weshalb auch
a-$=10,0, das Gesamtsystem ist also genau von der eben disku-
tierten Art und nur formell vom sechsten Grad {(aus o und B
sind x und ¥ leicht zu finden, da 9/=(*/4)).
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FIGUR 6A. Die geometrische Reprii-

sentation der Aufgabe YBC 6504 Nr.

/ T 1, Oben das amputierte Rechteck;

unten die Zerschneidung, Gnomon-—

// it Umlegung und quadratische Ergdn-
zung des Rechteckes.

H
.
rscams wmt = = o

reprisentativ?’, Man soll jedoch wissen, dap es sehr viele
Aufgaben gibt, die auBerhalb der Haupttypen fallen und recht
kompliziert sein kénnen. Oft werden dann fiir die L&sung
Richtwege benutzt, die man bei der Verwendung von symbo-
lischer Algebra kaum entdecken wirde, dle aber fiir die wur-
spriingliche naiv-geometrische Methode einleuchtend sind. In
diesen Fillen unterscheldet sich dann die babylonische Lésung—
zu ihrem Vorteil—vom modernen Standardverfahren.

Schlagende Beispiele dafiir finden wir in den ersten drei
Aufgaben des Textes YBC 65042?, wihrend die vierte Aufgabe
die Gefahr der naiven Verfahren =zeigt. Alle vier Aufgaben
handeln von einem Rechteck x.y, wo Xx.y—(x-y)?=8,20. AuBerdem
ist gegeben, dap x-y=10 (Aufgabe 1), x+y=50 (Aufgabe 2), x=30
(Aufgabe 3}, und y=20 (Aufgabe 4). Die Reduktionsverfahren

2% Nur fehlt der Aufg‘?bentyﬂus. wo nach Reduktion auer der
Flidche eines Rechtecks auch dle Summe von Linge und Breite
%e eben ist. Im Fall, wo es sich um eine Aufgabe mit zwel
nbekannten handelt, bringt sie uns nichts besonderes. In_den
wenlﬁen Fillen, wo efne unbekannte Grope gesucht wird und wo
es5 also im Prinzip eine Doppelldsung geben kann, finden dle
Babylonier nur die eine. Das kénnte uns wundern, wenn wir
nicht wiiften, dap die Lbdsung lmmer von vornhereln bekannt
ist; die eometrische Analyse wird dann natirlich immer
diejenige der zwel Zerschneidungen des Rechtecks benutzen, die
mit der bekannten Lbsung tibereinstimmt.

% Publlziert In MKT III, 22f; in meinem [1985: 41ff] di-
skutiert. Der Text ist u.a. durch selne Systematik mlit den

Serientexten verwandt, gibt aber zum Unterschied von diesen
dle Lésungsverfahren an.

23



—— X ————y —P FIGUR 6B. Die geometrische

Reprisentation der Ldsung von

YBC 6604 Nr. 2. Oben in
Y kraftiger Abgrenzung das
amputierte Rechteck, unten

3

das Quadrat aul der Summe
. von Lé#nge und Breite (die
zwel Telle der Figur sind nur
: zufélligerweise hier zusammen-
stofend gezeichnet),

+ e 8 44 .

N

&

X+y

-

werden In Figur 6 A-D skizziert. In Aufgabe 1 ist Ja die Selite
des herausgerissenen Quadrates bekannt; seine Flache ist dann
leicht berechenbar, und Seltensumme und Fliche des Rechteckes
sind also bekannt. Damit sind wir zuriick in der Standardauf-
gabe x-y=A, x.y=B. In Aufgabe 2 wird die Summe von Linge
und Breite als Seite eines Quadrates genommen. Die Fliiche
dieses Quadrates ist glelch viermal das Rechteck plus das
herausgerissene (x-y)2. Wird es zu dem 8,20 addiert, ist die
Summe alse fiinfmal dle Fliche des Rechteckes. Nochmals

C—— Y — P X~y -

—_— = XY Fb—— x%=30 —
IET T 1llil--:
' .
y L/ 1 X2y ] :
/ xy 1 bonaeant
x| Lz T
T NN NS 1 l
N AS N N
xX=y \\ \\ \\ J ] ]
1 R S

FIGUR 6C. Die geometrische Reprisentation der Ldésung von
YBC 6504 Nr. 3. Links wie die Figursubtraktion das Quadrat auf
X-y und eln Rechteck mit Breite x-y und Linge 30 zuriicklapt.
rechts die Gnomon-Umlegung und die Ergdnzung.
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werden wir zu eliner Standardaufgabe zuriickgebracht, n#émlich
zu xX+y=A, X-y=B. In Aufgabe 3 wird das Quadrat x.x kon-
strulert und das amputierte Rechteck herausgerissen. Zurilick
bleibt dann das Quadrat auf x-y und ein Rechteck mit der
Breite x-y und der Linge [x=]30. Das wird wie die Standard-
aufgabe zf+Az=B gelbst, mit z=x-y. In symbolischer Ubersetzung
sieht das wie ein eleganter, aber schwerlich durchschaubarer
Variablenaustausch aus. Geometrisch kann natiirlich die Strecke
Xx-y genauso put wie die Strecke y gefunden werden; von
Austausch ist kaum zu reden.

In Aufgabe 4 wird aber ein anscheinend geometrisch begriin-
deter Fehlschlup gemacht. Well In diesem konkreten Fall
x-y=y-(x-y), kann das amputierte Rechteck in einen Gnomon
umgelegt werden, wo das fehlende Quadrat die bekannte Seite y
und deshalb auch eine bekannte Fliche besitzt. Der Text
glaubt, dap die Erginzung ein Quadrat der Seite x ergibt. Eine
symbolische Durchrechnung (oder eine wenlger visuell-naive
geometrische Betrachtung) zeigt, dap tatsichlich ein Rechteck
mit den Seiten x und 3y-x hervorgebracht wird.

o
I _______ y-(x-y) X
v /
/ X-y
! A\ .
— y——> - yHly-(x-yl] ¢«

]

S 77 B s B A

t "X"_‘
FIGUR 6D. Die geometrische Reprisentation der fehlerhaften
Lésung von YBC 6504 Nr. 4. Oben In verzerrten Proportionen,

wo der Fehler deutlich wird, unten in den korrekten Propor-
tionen, wo alles plausibel aussieht.
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Das letzte Beispiel zeigt, dap die babylonischen Methoden im
allgemeinen nicht besser sind als die ja unendlich flexibleren
modernen symbolischen Verfahren—der scheinbare Vorzug des
nalv-geometrischen Verfahrens in der zwelten und dritten
Aufgabe der Tafel beruht einfach darauf, daf die Babylonier
ikre Probleme nszch der besonderen Leistungsfiihigkeit ihrer
vorhandenen Methoden auswihlten.

Das sieht man mit auferordentlicher Klarheit in Fillen, wo
ein nichtgeneralisierbares Verfahren verwendet wird—z.B. in der
Behandlung von Problemen dritten Grades. Wenn diese nicht
homogen sind und sich nicht auf Probleme ersten oder zweiten
Grades reduzieren lassen, werden sie durch zufallig mégliche
Faktorisierungen oder Ubereinstimmung mit einem der verstreu-
ten Tabellenwerte der Tabelle p2+n? gelost {vgl. auch das in
Anm. 24 erwidhnte Problem sechsten Grades). Wie Thureau-
Dangin?” sagt, muf man sadmirer I'ingéniosité [...] mis en
oeuvres, aber auch erkennen, dap dadurch schlieBlich sles
mathématiciens babylonlens avouent ...} leur impuissance 3
résoudre l'équation du troisléme degré.. Endlich kann man
bemerken, dap sie anscheinend Keinen wesentlichen Unterschied
gesehen haben zwischen elner eigentlich mathematischen
Methode und einem blopen Trick?® und also tiberhaupt keine
Mathematiker im griechischen oder modernen Sinn sind. Babylo-
nische sAlgebra« zweiten und héheren Grades Ist eigentlich
nicht als sreine Mathematiks, sendern eher als sreines, un-
angewandtes Berechnene zu charakterisieren.

Als »algebralschs kann man sie aber mit gutem Recht
verstehen. Sie teilt viele der besonderen Merkmale moderner
praktisch verwendeter Glelchungsalgebra trotz fhrer nalv-
geometrischen Methode. Erstens ist sie Ja analytisch. Zweitens
ist ihre [dentifikation von Grdpe und Mefzahl genau parallel zu
Jjener Art mathematlscher Modellierung, die die Grundlage fiir
alle Beschreibung realer Zusammenhdnge in Gleichungen Ist—
vgl. z.B. das Hookesche Gesetz d=k-B, wo d als meRbare
Dehnung, B als mepbare Belastung und k als meBbare Materlal-
konstante verstanden werden, dle Gleichung aber unter der
Vorausssetzung geldst wird, dap sle simtlich arithmetisch ver-

27 TMB, p. xxxviii.

2 Diese Einstellung ist nlcht den Babylonlern vorbehalten. Sie
folgt der Eanzen subwlssenschaftlichen Algebratradition bis ins
16. (nachchristliche) Jahrhundert, wo sthe rules given [by Piero
dellsa Francesca, abacus master and ainter} for solving equa-
tions of the third, fourth and fifth degree are valid only for
special cases of these equations. The rule for solving the
fgggtégg)or the sixth degree is altogether falses (Jayawardene
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kniipfte Zahlen sind. Drittens, endlich, werden dle "Entgegen-—
gestelltens«, sLAngens und »Brelten« im allgemeinen nicht um
threr selbst willen gefunden (obwohl das natiirlich der Fall ist
in der Einiibung von Standardmethoden); sle stehen als Reprd-
sentanten fir andere Grdpen, deren gegenseitige Zusammen-
hinge mit denjenigen der repriésentierenden geometrischen
Griopen isomorph sind—seien es Zahlen mit bekannten Produkt
und Differenz??, seien es Kauf- und Verkaufspreise von
Feindl?, seien es wie In der obigen Landvermessungsaufgabe
sfalsche« LAngen, Breiten und Flichen, seien es endlich wie im
erwihnten Serientext die mit ihrem Verhiltnis zum Partner
multiplizierten Li&ngen und Breiten eines Rechteckes. Wer die
Aquivoken GinsefiiBchen nicht mag, kann ruhig von altbabyloni-
scher Protoalgebra statt von babylonischer sAlgebra« reden.

29 YBC 6967 (MCT, 129) und die oben erwihnte Tafel VAT
85620 (MKT 1, 346f).

30 Der Susatext TMS XIII (Bruins & Rutten 1961: 82, wvgl.
Korrektionen In Gundlach & von Soden 1963: 261).
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DIE BABYLONISCHE SPATENTWICKLUNG

Gewdhnlicherweise sprechen die Mathematikgeschichten nieht
von saltbabylonischers sondern von sbabylonischer« Mathema-
tik/Algebra, keinen Unterschied machend zwischen der altbaby-
lonischen und der nichsten mit mathematischen Texten gut
belegten Periode, d.h. der seleukidischen (etwa 3. Jahrhundert
v. Chr.}. Solange die altbabylonische Protoalgebra ausschlieplich
arithmetisch gelesen und das strikte Auseinanderhalten der
unterschiedlichen additiven bzw. multiplikativen Operationen
nicht bemerkt wurden, waren die Verschiedenheiten der zwel
Perioden auch nicht auffallend.

Die nalv-geometrische Deutung der altbabylonischen Texte
wilzt das ganz um. Wihrend die Operationen der frilhen Texte
konkrete (und meistens geometrische} Bedeutung hatten, gehen
die Operatlonen der Spitzeit ausschlieflich mit abstrakten
Zahlen um. Bs gibt nur eine, symmetrische Addition; die
Subtraktion ist eine Abz&hlungsoperations—in wievielen Schrit-
ten gehe ich von [der Zahl] a bis zur [Zahl]l b hinaufe; und die
einzige Multiplikation ist a-ra (vgl. oben, Anm. 14}, die
Multiplikation von Zahl mit Zahl (die ibrigens auch als »mul-
tiples Gehen« aufzufassen ist).

Diese Arithmetisierung gllt auf der Ebene der mathemati-
schen Operationen. Sie ist nicht in den sEinkleidungen« der
Aufgaben zu sehen, die noch geometrisch sind {(dadurch wird
die seit der altbabylonlschen Zeit stattgefundene Entwicklung
noch mehr verschleiert). Sle gilt vielieicht auch nicht auf der
Ebene der Methoden. Obwohl wir z.B. {a+bj.[fa~bj=aZ-b? als
reine arithmetische Identitdt auffassen, kénnen wir sie sehr
wohl im elementaren Unterricht geometrisch wvorfithren—siehe
Figur 7. Mehreres spricht daf{ir, dap die seleukidischen »Al-
gebraiker« dasselbe gemacht haben: Erstens sind n#imlich die
schwierigeren Ilhrer Aufgaben auf geometrische Methoden
zugeschnitten; zwelitens ist das in ihren Texten gingige Um-
gehen mit mehreren Unbekannten sehr kompliziert, wenn man

nicht entweder eine geometrische oder elne symbolische Repré-
sentation ver sich hat®,

3 Aus genau diesem Grund bemilht sleh eine srhetorisches
Algebra auch immer, alle Unbekannten mittels Eliminierung
durch elne Einzlge zu ersetzen. Wenn bel Dlophant dle Summe
von zwel Zahlen glelch 2A und ithr Produkt gleich B lst,
werden sie als A plus arfthmos und A minus arithmos aufgefapt;
in derselben Situation wiirden die Islamischen rhetorischen

Algebraiker die eine Zahl als ein Ding (3ay? auffassen, die
andere als 24 minus ein Ding.
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FIGUR 7. Geometrischer Nach-
welis, dap das Band (a+b)-(a~b)
gleich dem Gnomon a%*-b? ist,
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Als Illustration kénnen wir einen kurzen seleukidischen Text
anschauen (BM 34568 Nr. 18%2):

1. Linge, Brelte und Diagonale addiert ist 1,0. 5,0 die
Fidche.

2. Lédnge, Breite und Diagonale mal Linge, Breite und
Diagonale nimm.

3. Die Fldche mal 2 nimm, von <(dem Quadrat von Linge,
Breite und Diagonale> ziehst Du (es) ab.

4. Was ibrig bleibt, mal ein Halb nimm. Linge, Breite
und Diagonale mal <was> als Faktor sollst Du nehmen?

6. Die Diagonale ist der Faktor.

In symbolischer Obersetzung wird das zu einer einfachen
Formel statt (wie dle altbabylonischen Lésungen) zur Beschrei-
bung einer analytischen Prozedur. Ist L dle Linge, B die Breite
und D die Dlagonale, haben wir

D = 1/o.{(L+B+D)2-2LB}/(L+B+D)

Die Formel ist richtig und folgt aus L2+B?=D2 sieht aber kaum
elnleuchtend aus. DaP sie mit rein rhetorischen Techniken
abgeleitet worden sei, kommt unwahrscheinllch vor. Sle ist
jedoch aus Figur 8 durch einfache Abzihlung und durch Aus-
niitzung des Pythagoreischen Theorems lelcht ableitbar {(wo
ibrigens zu bemerken ist, dap diese Figur als Generalisierung

32 Publiziert jn MKT 11I,16f; ich folge diesmal Neugebauers
Obersetzung (ibid. p. 19) mitsamt seiner Korrektlon eines
Formulierunisfehlers__. Das {es) In 3 habe lch der Verstindlich-
keit halber hinzugefiigt.
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— [~ p—nd—  —} FIGUR 8. Diagramm, aus
-~ dem hervorgeht, dag

// (L+B+D)2-2L.B=2D-(L+B+D),
L L? L-D L-B/ wenn D?=L2+B2,

[ &4

D L-D Di=5?+p2 B.D

A

s
B /;% B-D B2

von Flgur 7 betrachtet werden kann; dap letztere mit Einzeich-
nung von Diagonalen zum Pythagoreischen Theorem fithrt; und

daf ihre Konstruktion schon aus altbabylonischen Texten
hervorgeht, vgl. Figur 6 B).

Auf der Ebene der Methode war die seleukidische sAlgebrae
also vermutlich genauso geometrisch wle dle altbabylonlsche.
Wihrend letztere aber Kkonstruktiv und analytisch war, sehen
(nicht nur in diesem Fall sondern allgemelin) die seleukidischen
Aufgabenldsungen wle Argumentationen auf schon gemachten
Flguren aus. Sie sind also nicht analytisch sondern eher
synthetisch. Dlie seleukidische »Algebra« ist damit, obwohl sie
zweifellos von der altbabylonischen abgeleitet ist, mit viel

wenlger Recht als jene als Protoalgebra oder als algebraisch in
ihrer Denkweise zu charakterisieren.
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DAS NACHLEBEN DER BABYLONISCHEN TRADITION

Daraus ist nicht zu schliefen, daR die altbabylonische
Protoalgebra als Sackgasse zu betrachten ist. Das wird in elnem
Liber mensurationum bezeugt, den Gherardo di Cremona im
spidten 12. Jahrhundert ins Lateinische iibersetzt hat und dessen
verlorenes arabisches Original im friihen 9. Jahrhundert ab-
gefaBt sein mag®. Die erste Hilfte des Traktats ist nicht nur
eine Welterfilhrung der altbabylonischen Tradition, sondern
dieser auch erstaunlich nahe, Erstens ist die srhetorische
Struktur« der Aufgaben dieselbe: Die Aufgabe lIst in der ersten
Person Perfekt formuliert (dap die Linge eines Rechteckes
seine Breite mit soundsoviel ilberschreitet wird jedoch in
Prisens erklirt—wie schon 3000 Jahre frither). Dann kommt der
Hinwels auf das Verfahren des Schiilers, und schlieplich die
Vorschriften im Imperativ oder In der 2. Person Priisens (vgl.
die oben iibersetzten altbabylonischen Aufgaben). Zitate aus der
Aufgabenformulierung werden mit den Worten sDa er gesagt
hate begleitet—und selbst der Hinwels auf den Kopf/das
Gedichtnis als Beh#lter fir Resultate gewisser Art wird wieder-
gefunden.

Zweitens gibt es, obwohl die Figuren selbst in der Uberset-
zung verlorengegangen sind, stindige Hinweise auf Figuren als
Begriindung fiir die Richtigkeit der Lésungsverfahren. Drittens
sind die Distinktionen zwischen mehreren additiven, mehreren
subtraktiven und mehreren multiplikativen Operationen noch
spiirbar, wenn auch nicht im lateinischen Text vollig aufrecht-
erhalten. Viertens endlich sind nicht nur wichtige altbabyloni-
sche Aufgabentypen, sondern auch {(was wesentlicher ist) ihre
charakteristischen Losungsverfahren wiederzufinden.

Der Liber ist also viel niher an der altbabylonischen Quelle
als die seleukidische Mathematik. Zurselben Zeit findet man im
Liber Aufgaben, die auch in den seleukidischen Tafeln vorkom-—
men—zum Beisplel dle eben erwihnte. Versucht man, einen
Stammbaum zu konstruieren, wird die direkte Linie daher von
der altbabylonischen Protoalgebra zum Liber gehen mit einer
kurzen Nebenlinte zu den seleukidischen Tafeln®. Die direkte

% Von Busard (1968} kritlsch ediert. Die hypothetische Datie-

rung, der Inhalt und die ganzen Impllkationen davon werden in
meinem [1986] ausfilhriich behandelt,

¥ Bs scheint, dap die sehr wenigen Gleichungen zweiten
Grades, die in der alexandrinischen Traditlon {elnschlieplich der
lateinischen Agrimensortradition) zu flnden sind, auf diese
Nebenlinie zuriickzufihren sind. Das ist kaum verwunderlich, da
die seleukidischen Tafeln vom_ hellenisierten Uruk herrilhren
und die seleukidische praktische Geometrie nicht altbabyloni-
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Linie scheint von einer subwissenschaftlichen Tradition unter
praktischen Geometern (Landmessern, Architekten, Baumeistern
u.d.) getragen worden zu sein. Die seleukidische Linie dagegen
wurde, wie es aus Abschreiber- und Besitzerangaben auf den
Tafeln deutiich hervorgeht, von den Priester-Gelehrten am
astronomischen Zentrum in Uruk hervorgebracht, deren hoch-
entwickelter arithmetischen Astronomie wir vielleicht die

Arithmetisierung auch der salgebralscheiie QOperationen zu ver-
danken haben.

Fiir viele seiner Aufgaben gibt der Liber auper seiner Haupt-
methode einen modus secundum aliabram, ein sVerfahren nach
al~jabre. Letztere Disziplin st (etymologisch und genetisch) der
Ursprung unserer Algebra und ist uns In seiner Form aus dem
frithen 9. Jahrhundert von al-KhwarizmI bekannt. Sie war, bis
al-Khwarizmi und andere wissenschaftliche Mathematiker sie
bearbeiteten, eine subwissenschaftliche Praktikertradition,
anscheinend von Buchhaitern und anderen Rechnern getra-
gen?, lhr Ansatz war daher algebraisch im problemlésenden,
nicht im theoretischen oder strukturellen Sinn. So weit war sie
also der altbabylonischen Protoalgebra (und dadurch auch der
Hauptmethode des Liber) &hnlich. lhre Methede war aber
meistens rhetorische und nie naiv-geometrische Analyse (vgl,
Note 31); nur fir ihre Ldsung der drel normalisierten gemisch-
ten sGleichungene< zweiten Grades hatte sie weder rhetorische
noch geometrische Begriindungen, nur feste, unbegriindete
Standardalgoritmen.

Die Vorgeschichte der al-jabr-Tradition ist uns unbekannt.
Man hat an indische Inspiration gedacht, weil eine hoch-
entwickelte ssynkoplierte« Algebra?® sich schon bei frithen
indischen Autoren finden l4Pt. Lelder ist sie so viel hdher als
die al-jabr entwickelt, daf elne Ableitung letzterer von der
indischen wissenschaftlichen Mathematik kaum denkbar ist. Die
frihen islamischen Algebraautoren geben uns keine Hinweised
und also auch keine Hinwelse auf fremden Ursprung, wihrend
der indlsche Ursprung des dezimalen Stellenwertsystems erklirt

sche, sondern griechische/alexandrinische Methoden benutzen.
3 Auch dlese Behauptung baut auf die Analysen meines [1986].

3% D.h. schematisch—stenographlsch geschriebene rhetorische
Algebra. Der Ausdruck lge t (wie auch die srhetorische Alge-
bra«<) auf Nesselmanns Algebra der Griechen (1842) zuriick.

31 Am n#chsten kommt Thabit [bn Qurra In seiner Verifizie-
rung der Probleme der al~-jabr durch geometrische Beweise,
wenn er von elner offensichtlich subwissenschaftlichen Gruppe
von »Algebraleutene spricht (ed., transl. Luckey 1941).
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wird, es ist daher plausibel, dap sie die Tradition »zu Hauses
gefunden haben, irgendwe zwischen Irak und Turkestan—oder
vielleicht {iberall Im ganzen Gebiet von Syrien bis Indien.

Auch die fernere Vorgeschichte der Disziplin ist unklar. Sie
mag vielleicht die babylonische Protoalgebra unter ihre Stamm-
miltter zihlen—wie schon Gandz® bemerkt hat, konnte der
Name vom babylonischen gabrum hergeleitet sein, ein Wort, das
in der Tat in den babylonischen Texten eine Rolle spielt
{obwohl eine andere, als die von Gandz vermutete). Wenn das
der Fall ist, ist doch nicht viel von der babylonischen Inspira-
tion unverindert geblieben—eigentlich nur die Vorliebe fir
wenig nutzbare »Gleichungene« zweiten Grades und das analy-
tisch-heurlstische Vorgehen.

Am besten nehmen wir also einfach die subwissenschaftliche
al~jabr-Tradition zur Kenntnis, wie wlr sle in den frilkislami-
schen Quellen treffen. In dieser Form ist sie jedenfalls Haupt~-
grundlage filr die schnelle Entwilcklung einer wissenschaftlichen
Algebra. Diese Entwicklung beginnt zu dem Zeitpunkt, wo
al-KhwirizmI und seln Zeltgenosse Ibn Turk Abhandlungen
iiber die bisher ohne Blicher tradlerte Disziplin verfassen??
und in dieser Verbindung auch dle naiv-geometrischen sBe-
weise« der altbabylonlschen (und Liber mensurationum-) Tradi-
tion als Begriindung fiir die Richtigkeit der bisher unbegriin-
deten Standardalgorithmen der al-jabr benutzen. Damit beginnt
ein neues Kapitel in der Geschichte der algebraischen Denk-
weisen, wo auch letztendlich vieles aus den unterhaltungsmathe-

matischen Traditionen einbezogen bzw. uberfliissig gemacht
wird.

%% Gandz 1926.

3¢ Al-Khwarjzmi's Werk wurde von F. Rosen (1831) heraus-
gegeben und ins Englische iibersetzt. Elne neue russische UUber-
setzung wurde von B. A. Rozenfeld In $. H. SiraZdinov 1983
verOffentiicht. Das fiberlieferte Fragment von Ibn Turks Werk
wurde von A. Sayill (1962) verdffentlicht und {bersetzt.
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AGYPTISCHE UND WEITERE TRADITIONEN

Im Anfang des Aufsatzes wurden #gyptische und babyloni-
sche Mathematik unter demselben Gesichtspunkt diskutiert, und
dann wurde pldtzlich alles babylonisch. Gibt es denn nichts in
Verbindung mit dem altem Agypten zu sagen?

Ja und nein. Hohere sAlgebras« wie die babylonische gibt es
in den dgyptischen Quellen nicht; Umkehraufgaben und elemen-
tare analytische Denkwelsen gibt es. Alle Beispiele werden mit
einer von zwei Varianten des »einfachen falschen Ansatzess
gelbst—entweder wird fiir die unbekannte Gripe der Wert I
genommen oder auch ein anderer, bequemer Wert, was dann am
Ende der Berechnung eine weitere Proportionalitiiisbetrachtung
erfordert; und mit Ausnahme von einzelnen homogenen Proble-
men zwelten Grades sind alle Aufgaben von erstem Grad.

Belde Varianten des seinfachen falschen Ansatzess kennen
wir schon aus den altbabylonischen Texten und zwar aus der
Aufgabe vom gebrochenen MeBrohr; es Ist daher iberfliiBig, hier
nochmals ihre Prinzipien durchzugehen. Nur ist zu bemerken,
dap diese wenig technische Betrachtungswelse in der Hgypti-
schen Mathematik bis In die christliche Ara sehr beliebt bleibt
und dap sie auch im Indischen und islamischen (und davon im
lateinischen) Mittelalter verbreitet ist—als leichtere Alternative
zur rhetorischen Algebra.

Alternative ist sie {reillch nur fiir homogene Probleme. Fiir
nichthomogene Probleme ersten Grades entwickelte sich Jedoch
aus ihr dle sogenannte reguia ralsis oder sRegel des doppelten
falschen Ansatzes«. Hier werden zwel Ansdtze fir dle Un-
bekannte gemacht, der eine zu grop und der andere zu klein;
der richtige Wert wird dann durch einen fixierten Algorithmus
(dessen Prinzip eine lineare Interpolation lst) gefunden. Das Ist
an sich ganz unalgebraisch und somlt ohne Interesse fiir eine
Geschichte der algebraischen Denkwelsen, Ist aber illustrativ
fiir einen Prozep, der mehrmals in den subwlissenschaftlichen
Traditionen stattgefunden hat: Fiir dle Lésung von Umkehrpro-
blemen wird im Anfang eine heuristische, analytische Methode
verwendet. Wenn sie vertraut und die erforderlichen Rechen-
schritte somit vdllig bekannt geworden sind, wird sle automati-
siert. Statt Analyse bleiben dann Algorithmen, und statt

analytischer Denkwelse blelbt gedankenloses Auswendiglernen
von Regeln.

In den wissenschaftlichen ‘Traditionen geschleht etwas
&hnliches, aber trotzdem verschledenes. Das haben wir vermut-
lich schon im seleukidischen Fall gesehen. Aus den altbabyloni-
schen konstruktiven geometrischen Verfahren wurde anschei-
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nend, als die fir die Bewelse erforderlichen Standardkonstruk-
tionen bekannt genug waren, synthetische Argumentation auf
schon vorhandenen Figuren. Ahnliches mag auch wihrend eliner
griechischen ‘Transformation des altbabylonischen Materials
stattgefunden haben.

Diese Hypothese mup im Zusammenhang mit der alten Frage
der sgeometrischen Algebras gesehen werden. Vor etwa hundert
Jahre bemerkte Zeuthen, dap die Theorie der Elemente 1I als
Theorie geometrisch ausgedriickter Lésung von Gleichungen
Zzwelten Grades gelesen werden kann, und vermutete daher, daB
sie auch so gelesen werden s50119°; die Grlechen hitten, um um
die Probleme der Irrationalitdt herumzukommen, ihre Algebra in
geometrischer Form, in eine sgeometrische Algebrac« {ibersetzt.
Als dann um 1930 die sbabylonische (vermutet arithmetische)
Algebras entdeckt wurde, war der Gedanke naheliegend, dap die
sgeometrische Algebras eine geometrische Obersetzung einer
ibernommenen babylonischen Algebra sel.

Seit 20 Jahren ist diese These unter heftigem Angriff, und
es ist wohl jetzt klar, dap die sgeometrische Algebras nicht als
eine Algebra aufgefaft werden darf—sie gehort in eine elgene
und ganz andersartige theoretische Struktur. Sle Ist kein Glied
tn irgendweicher 2Kunst des Auffindense und also keine Ober-
setzung arithmetlscher Analyse,

Das wird nicht an sich anders, wenn der geometrische
Charakter der altbabylonischen {und daraus subwissenschaftlich
fortgesetzten) Protoalgebra erkannt wird. Auf der anderen Selte
sind die in Elemente 1l behandelten Figuren erstaunlich nahe
verwandt mit denjenigen, deren Konstruktion in den altbabylo-
nischen Texten beschrieben wird. Es lst dann mindestens eine
naheliegende Mdglichkeit, dap griechische Mathematiker im 6.
oder 5. Jahrhundert angefangen haben, die Elgenschaften der
aus den Nachbartraditionen bekannten Figuren theoretisch
auszuforschen*?—ganz wie sie In derselben Zeit angefangen
haben, dile Eigenschaften der auf dem Abakus In Rechensteinen

% Das geschah in Verbindung mit einer Untersuchun der
Apollonischen Kegelschnittlehre, wo in der Tat die Theorie als

éll ggvaé%r})ter Ersa%z fir analytische Geometrle funglert (Zeuthen

‘1 Pas wird nicht dadurch geindert, daf sie analytisch ver-
wendet werden kann—wile z. B. in Apoilonlos' Kegelschnittlehre,

42 Fiir diese Hggmthese sprechen verschiedene Indizien, dle ich
in meinem [1 Sal diskutlere—darunter elne Isomorphie zwi-~
schen dem babylonischen sEntgegengestellten« und dem griechi-
schen geometrischen dynamls-Begriff und Andevutungen, dap
schon zu Platons Zeit griechische Vorldufer fiir dle von Dio-
phant weiterentwickelte Algebra existierten. Solche Vorldufer

wiren vermutlich mit den nahdstlichen Algebratraditionen
verbunden.
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ausgelegten Zahlenmuster zu erforschen (die »sLehre vom
Geraden und Ungeradens)43,

Aus der Erforschung der babylonischen Figuren und Figur-
transformationen und der systematisch-theoretischen Weiter-
bearbeitung der daraus entstandenen Probleme kdnnte dann
letztendlich die synthetische Theorie der Elemente Il hervor-
gegangen sein. Auf halbem Weg im Prozef finden sich die Data
Euklids. Thre Propositionen beschiftigen sich nicht mit der
Losung generalisierter »sGleichungens«*, sondern mit ihrer
Losbarkeit; jedenfalls kdnnen sie als Theorfe geometrisch
generalisierter Gleichungen betrachtet werden. Ihre Methode ist
manchmal! nicht analytisch, sondern synthetisch—aber trotzdem
werden sle in den antiken metatheoretischen Kommentaren als
analytisch betrachtet??, als ob eine analytische, sgleichungs-
lésende« Vorgeschichte noch an ihnen klebte.

43 Siehe Lefevre 1981.

“ In _der Tat_ entsprechen, wenn wir von lhrer ldentifikation
von Grbpe und MePzahl absehen, die babylonischen Gleichungen
der ersten Definitlon der Data: »Der GTofe nach gege -
ben heipen Flichen, Linlen und Winkel, zu denen wir uns
gleiche verschaffen kénnens (Obersetzung Thaer 1962: 5).

48 Z.B. Pappos, Coliectio VII—Hultsch 1876: 63618, Privates
Gespriich mit C. M. Talsbak.
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