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I. Al-gabr

A la cour du Calife al-Ma’miin (813-833 P.C.) a Baghdad, toute une
foule de mathématiciens étaient a l'oeuvre. Parmi eux figurait al-
Khwarizmi (fl. 800-847), qui est connu entre autres choses pour son
Algebre (Kitdb al-gabr wa'l-mugabalah, »Livre sur al-gabr et al-mugabalah),
le premtier traité complet sur ce sujet qui nous soit parvenu'. Naturelle-
ment, son contenu et ses méthodes sont différents de ce que I'on trouve
dans les livres modernes, aussi bien les livres enseignant l'algébre
littérale que ceux qui présentent la théorie des groupes et les autres
domaines de l'algébre abstraite. D’autre part, I'algébre d’al-Khwarizmi
est étonnamment proche de ce qui a porté ce nom dans 'Occident latin
jusqu’a Pierre de la Ramée.

Pour comprendre ce qu'est l'algébre pour al-Khwarizmi nous
pouvons considérer quelques passages extraits de son livre

Si une personne te demande ceci: »]ai divisé dix en deux parties,
et quand i ai multiplié I'une par I'autre, vingt et un advint«; alors
tu sais que 'une des deux parties est chose et I'autre dix moins
chose. Multiplie donc chose par dix moins chose; tu auras alors dix

' Le sens originel des deux termes n’est pas tout a fait clair, surtout parce que les
textes arabes les emploient sans cohérence (voir Saliba 1972). Normalement, al-gabr
signifie »restauration« dans une équation, soit en multipliant par 2 I'équation
Y 245x=28 {al-Khwarizmi, dans Rosen 1831: 10), soit en éliminant les membres
soustractifs par addition des deux cdtés d'une équation; al-mugabalah (réduction)
signifie le plus souvent I'élimination d’un membre par soustraction des deux cotés.
Au total pourtant, I'usage terminologique varie tellement qu’on peut supposer que
ses origines étaient déja perdues lorsque la tradition écrite arabe a commence.



choses moins un trésor, ce qui égale vingt et un. Sépare le trésor des
dix choses et ajoute-le au vingf et un. Alors tu auras dix choses, qui
égalent vingt ef un dirhems et un trésor. Enléve la moitié des racines
et multiplie le cing qui reste par lui-méme; c'est vingt-cing.
Enléves-en le vingt et un associé avec le trésor; le reste est guatre.
Extrais sa racine, c’est deux. Enléve-le de la moitié des racines, a
savoir cing; reste trois, qui est une des deux parties. Ou, si tu
préferes, tu peux ajouter la racine de quatre a la moitié des racines. La
somme est sept, ce qui est aussi une des parties.?

Pour suivre l'argument, il faut savoir que la chose (Say® occupe le
méme rble qu'un x moderne; que le trésor (mdl) est le carré de l'inconnue
et que la racine (jidhr) est la racine de ce carré (ou pluttt: le trésor est un
nombre carré inconnu, tandis que la racine est la racine de ce nombre); ici,
la chose égale la racine. Le dirhem est une unité monétaire, qui sert comme
unité des nombres purs (ce qui évidemment correspond bien 2 I'identifi-
cation du nombre inconnu avec »un trésor«). La »moitié des racinesc,
enfin, est & comprendre comme la moitié du coefficient ou du nombre des
racines (onrencontre souvent cette méme maniére de s’exprimer dans les
sources arabes). Avec ces explications, la premigre section de la pro-
cédure se laisse facilement traduire en symboles modernes:

X (10-x) =21 => 10x-x*=21 => 10x = 21+x?
ou bien, avec Y = x?

fY-(10- 1Y) =21 => 10f¥-Y =21 => 10fY = 21+Y

? Traduction anglaise de Rosen (1831: 41f), collationnée avec et corrigée d'aprés les
traductions latine de Gérard de Crémone (éd. Hughes 1986) et russe de Boris
Rozenfeld (en SiraZdinov 1983), plus littérales toutes les deux; mon arabe plus que
rudimentaire ne m'a permis, ici et dans les citations qui suivront plus bas, que des
controles spécifiques (faits sur le texte arabe donné par Rosen et utilisé aussi par
Rozenfeld) de certains passages oil les traductions divergeaient.

Cormume toutes les versions franqaises qui suivent, celle-ci est faite par I'auteur de
V'article; 'idéal poursuivi est une littéralité compréhensible plutdt que le style poli.

Les caractéres italiques sont ajoutés pour faciliter la compréhension et la
comparaison avec la notation symbolique.



Ce qui se passe aprés est d’un style différent et correspond plutdt & une
solution suivant une formule fixe:

ax =b+x® => x =*/,-[(*/.F-bl

En d‘autres mots, la derniére partie de la procédure fait usage d'un
algorithme standardisé.

De fait, cet algorithme a déja été exposé dans un chapitre précédent,
oti I'on trouve ceci:

trésors et nombres égalent racines; c’est comme si tu dis, »un trésor
et vingt et un en nombres égalent dix racines du méme trésore.
C’est-a-dire, quel sera le montant du trésor qui, quand on y ajoute
vingt et un dirhems, égale 1'équivalent de dix racines du méme
trésor? Solution: Divise en deux les racines; la moitié est cing.
Multiplie-le par lui-méme; il en advient vingt-cing. Enléves-en le
vingt et un associé avec le trésor; le reste est quatre. Extrais sa
racine, c’est deux. Enléve-le de la moitié des racines, qui est cing;
reste trois. Ceci est la racine du trésor que tu demandais et le
trésor est neuf. Ou tu peux ajouter la racine a la moitié des racines;
ce sera sept; c'est la racine du trésor que tu demandais et le trésor
lui-méme est quarante-neuf.

Quand tu rencontres un exemple qui te conduit & ce cas-ci,
essaie la solution par addition, etsi cela ' aide pas, la soustraction
servira certainement. Parce que dans ce cas addition aussi bien
que soustraction peut étre employ¢e, ce qui ne vaut aucun autre
des trois cas ou il faut diviser en deux les racines.’

Les trois »cas« en question sont les équations du deuxiéme degreé a
trois membres, nommées le »quatriémec, »cinquiéme« et »sixiéme cas«.
»Trésors et nombres égalent racines« en est le cinquieme. Le quatrieme
est décrit de cette maniere:

Racines et trésors égalent nombres; c’est conune si tu dis, »un trésor
et dix racines du méme, égalent trente-neuf dirhems«; ¢'est-a-dire,

3 Traduction anglaise Rosen 1831: 11f, collationnée avec et corrigée d’apres les
traductions latine et russe.



quel sera le trésor qui, quand on Yaugmente de dix de ses propres
racines, se monte a trente-neuf? La solution est celle-ci: Tu divises
en deux les racines, ce qui dans la question présente donne cing.
Tu mutltiplies ceci par lui-méme; ce sera vingt-cing. Ajoute ceci &
trente-neuf; la somme est soixante-quatre. Prends-en maintenant
la racine, qui est huit, et enléves-en la moitié des racines, qui est
cing; reste trois. C’est la racine du trésor que tu cherchais; le trésor
lui-méme est neuf.!

Le dernier cas »ou il faut diviser en deux les racines« (le sixiéme cas)
est évidemment »racines et nombres égalent des trésors«, qui posséde
son propre algorithme®. Ces trois cas complexes sont précédés de trois
cas plus simples, & savoir »trésors égalent des racines«, »trésors égalent
des nombres« et »racines égalent des nombres«, oll 'on ne trouve pas
d’algorithme proprement dit, mais oli les solutions données sont
regardées comme (et sont en effet) intuitivement évidentes.

Aprés avoir formulé et illustré les divers algorithmes pour résoudre
les trois équations complexes, al-Khwarizmi donne enfin des preuves
géométriques que ses algorithmes sont corrects. Le cas le plus simple est
celui ou1 »un trésor et dix racines égalent trente-neuf dirhems«:

La figure pour expliquer ceci est un carré’, dont les cétes sont
inconnus. II représente le trésor, lequel, et la racine dﬁquel, fu
demandes 4 connaitre. Ceci est la surface AB, dont chaque c6té
peut étre considéré comme une de ses racines; et si tu multiplies
un de ces cbtés par un nombre quelconque, alors le montant de
ce nombre peut éire regardé comme le nombre de racines qui est
ajouté au trésor. Chaque c6té du carré représente la racine du

* Traduction anglaise Rosen 1831: 8, collationnée avec et corrigée d’aprés les
traductions latine et russe.

* Puisqu’al-Khwarizmi ne considere que les nombres positifs, les seules équations
normalisées 4 trois membres possédant des solutions sont x*+ax=b, x'+b=ax et
*=nx+b.

¢ Le mot arabe est murabba® littéralement »[figure] a quatre [cdtés]«; quand les Arabes

ont assimilé la géométrie grecque, ils ont employé en particulier au sens de
»quadrilatére régulier« ou »carré«.
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trésor; et, comme dans ce cas, dix racines étaient associées avec le
trésor, nous pouvons prendre un quart des dix, & savoir deux et
demi, et faire de chaque quart ensemble avec un des cotés de la
surface une surface. Donc, avec la surface originale AB, quatre
nouvelles surfaces égales sont combinées, chacune ayant une
racine comme longueur, et deux et demi comme largeur; ce sont
les surfaces C, G, T et K. Nous avons maintenant une surface a
cbtés gaux et également inconnus, mais a laquelleil manque dans
chacun des quatre coins une piéce de deux et demi multipli¢ par
deux et demi. Pour compenser ce défaut et compléter la surface
carrée il faut ajouter quatre fois deux et demi multiplié¢ par lui-
méme, cest-a-dire, vingt-cinq. Nous savons que la premiere
surface, a savoir, la surface représentant le trésor, en méme temps
que les quatre surfaces qui I'entourent et qui représentent les dix
racines, égalent trente-neuf en nombres. 5i 4 cela nous ajoutons
vingt-cing, ce qui est I'équivalent des quatre carrés aux coins de la
surface AB par lesquels 1a grande surface DH est complétée, alors
nous savons que cela fait ensemble soixante-quatre, et qu‘un de
ses cOtés est sa racine, est-a-dire huit. Si nous enlevons deux fois
un quart de dix, 'est-a-dire cing, de huit, comme des deux
extrémités du coté de la grande surface, ¢'est-a-dire la surface DH,
alors le reste d’un tel cbté sera trois; ceci est le c6té de la surface
originale AB ou la racine du trésor. Il faut observer que nous
n’avons divisé les dix racines et ajouté a trente-neuf le produit de
la moitié multipliée par elle-méme que pour compléter la grande
figure dans ses quatre coins; parce qu'un quart d'un nombre
quelcongue multiplié par lui-méme et apres par quatre, égale le
produit de la moitié de ce nombre multipliée par elle-méme. Pour
cette raison nous avons seulement multiplié la moitié des racines
par elle-méme, au lieu de multiplier le quart par lui-méme et aprés
par quatre. Ceci est la figure:

n



FIGURE 1

Il y a une autre figure qui conduit a la méme choge. C'est la
surface AB, quireprésente le trésor. Nous voulons donc lui ajouter
ses dix racines. Pour ce faire nous divisons les dix en deux, ce qui
devient cing, et nous construisons deux surfaces sur deux cdtés
d’AB, & savoir les surfaces G et D, dont les longueurs égalent cing,
ce qui est la moitié des dix racines, tandis que la largeur de chacun
d’eux égale le c6té du carré AB. Alors cing sur cing nous manque
opposé au coin de AB: ce cing étant cette moitié des dix racines
que nous avons ajoutées a deux des cotés de la premiére surface.
Nous savons donc que la premigre surface, qui est le trésor, et les
deux surfaces sur ses cOtés, qui sont les dix racines, font ensemble
trente-neuf. Pour compléter la grande surface en carré, seul cing
sur cinqg fait défaut, ou vingt-cing. Nous ajoutons ceci a trente-
neuf, pour compléter la grande surface SH. La somme est
soixante-quatre. Nous extrayons sa racine, huit, qui est un des
cotés de la grande surface. En lui enlevant la méme quantité que
nous lui avons ajoutée antérieurement, & savoir cing, nous
obtenons trois comme reste. Ceci est le ¢&té de la surface AB, qui
représente le trésor; c'est la racine de ce trésor et le trésor lui-



méme est neuf. Ceci est la figure:—'
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FIGURE 2

Nous avons vu ici les trois composantes de I'algébre al-Khwarizmien:
les probleémes complexes sont réduits aux »cas« fondamentaux moyen-
nant des techniques dites »rhétoriciennes«, c’est-a-dire des transfor-
mations analogues a nos transformationssymboliques, mais utilisant des
noms, des mots et des phrases completes. Comme c’est le cas pour les
transformations symboliques les procédures rhétoriciennes sont (intuiti-
vement) leurs propres preuves. Les équations fondamentales sont
résolues au moyen d’algorithmes fixes, eux-mémes proposés sans aucun
argument en dépit de leur impénétrabilité pour l'intuition immédiate.
Enfin, des démonstrations géométriques de la justesse des algorithmes
sont données.

Plusieurs observations peuvent étres faites sur les textes cités.
Drabord, les démonstrations géométriques ne concernent en vérité que
des exemples spécifiques, bien que la généralisation aux cas parallieles
est évidente. De plus, elles sont »naives«: Si on les compare aux dé-

? Traduction anglaise Rosen 1831: 13-16, collationnée avec et corrigée d’aprés les
traductions latine et russe.



monstrations analogues dans le livre II des Eléments d’Euclide, on
remarque qu’il n'y a pas de doute pour al-Khwarizmi que, par exemple,
les figures qui font défaut dans les coins des grands carrés sont, elles
aussi, des carrés; tout ce qui »se voit« immédiatement est accepté. Deux
signes seulement d’inspiration grecque sont présents: l'utilisation de
letires pour désigner les figures et I'emploi de la premitre personne
pluriel au lieu des formes verbales prescriptives.

Deuxiémement, il faut remarquer que seules les démonstrations sont
géomeétriques. Le »irésor« est un nombre et sa racine de méme®. Apparem-
ment, al-Khwarizmi prend grand soin d’expliquer encore et encore que
le carré des démonstrations représente le trésor; évidernment les deux
appartiennent & des catégories tout a fait différentes. De méme, les
»choses« et »racines« désignent des nombres et les transformations
rhétoriciennes sont d’ordre purement arithmétique. Aprés une introduc-
tion dédicatoire au Calife, en fait, I'ceuvre commence avec l'explication
suivante:

Quand je considérais ce dont les gens ont normalement besoin

* Ceci n'est pas tout & fait clair dans la plupart des traductions courantes. Rosen, par
exemple, traduit mal par »square« et murabba® par »quadrate, ce qui peut aisément
conduire & des interprétations géométriques mal fondées du premier terme.

Le sens numérigue et quasi-monétaire du terme mal correspond parfaitement &
son emploi dans les problémes du premier degré, du type »5i tu ajoutes & un trésor
sa moitié; si tu ajoutes un quart du résultat; si enfin tu enléves un dixigme du total:
alors il te reste 20 dirhems. Quel est le montant du trésor?« (al-Karaji, Kaff fi'l-hisab
Ixx, traduction allemande Hochheim 1878: 1II, 14). Chez certains historiens des
mathématiques cela a conduit 4 des confusions amusantes. Ainsi, connaigsant mieux
l'algébre médiévale que les problémes sur Jes transactions corrunerciales, Libri(1838:
1, 304ff) a trouvé le terme census (la traduction établie du mal) dans un Liber augmenti
et diminutionis ne contenant que des problémes du premier degré résolus au moyen
de la méthode des »fausses positions«: il considére la terminologie »confondues,
mais traduit systématiquement le montant monétaire inconnu comme x°, bien que
le plus souvent cela conduira & un x irrationnel (et que, bien siir, le x supposé n’est
ni demandé ni jamais trouvé).

On peut remarquer que le terme arabe mal correspond au terme 6nooopds employé

dans certains problemes gréco-égyptiens du premier degré (Papyrus Akhmim, éd.
Baillet 1892: 86£f).



dans le domaine du calcul, je trouvai que c'était toujours un
nombre.
]

J observai que les nombres qui sont nécessaires pour calculer
par al-gabr wa'l-mugabalah sont de trois sortes, & savoir, racines,
trésors et nombres simples sans regard ni a racine ni a trésor.

Une racine est une quantité quelconque qui sera multipliée
par elle-méme, consistant en unités ou nombres ascendants ou
fractions descendantes.

Un trésor est le montant total d’une racine multipliée par elle-
méme.

Un nombre simple est un nombre quelconque qui peut étre
prononcé sans référence a racine ou trésor.’

Le traité d’al-Khwarizmi est le premier & nous étre parvenu dans
toute son étendue. Mais al-KhwérizmI n'a pas été le seul 4 son époque
a écrire sur le sujet. En effet, un certain ibn Turk, plus ou moins son
contemporain, a écrit un traité du méme titre, dont un seul chapitre a
survécu’, contenant des démonstrations trés proches de celles d'al-
Khwarizmi, mais apparemment indépendantes des siennes (d’aprés des
critéres terminologiques). Les formulations sont un peu plus raffinées,
mais les démonstrations sont au fond du méme caractére »naif« que
celles d’al-Khwarizmi. Les différences les plus grandes sont peut-étre,
premigrement, qu'ibn Turk donne une démonstration géométrique pour
le cas simple »trésors égalent des racines«; deuxigmement qu’il ne donne
pas la premiere des démonstrations du cas »frésors et racines égalent
nombre« (celui utilisant quatre rectangles supplémentaires); troisiéme-
ment que ses cas mixtes parlent toujours d’un seul trésor, tandis qu’al-
Khwirizmi en parle au pluriel (mais présuppose, avant de donner
l'algorithme, que I'équation aura été normalisée).

Un demi-siécle peut-étre aprés al-Khwarizm1i, Thabit ibn Qurra (c.

* Traduction anglaise Rosen 1831: 5, collationnée avec et corrigée d'aprés les
traductions latine et russe,

" Ed., trad. Sayil 1962.



834 & 900) a écrit un petit traité avec des démonstrations géométriques
sur la justesse des méthodes des »gens d’algebre«. Une fois encore, il
s'agit des algorithmes utilisés pour résoudre les équations mixtes
normalisées. Thabit parle des cas fondamentaux comme le fait ibn Turk,
avec un seul trésor. Ses preuves sont euclidiennes et consistent, en fait,
en réductions aux théorémes I1.5 et 1.6 des Eléments. Il ne dit mot de
Vexistence de démonstrations géométriques d'un autre style—évidem-
ment, al-gabr pour Thabit (le nom qu'il utilise pour toute la discipline) ne
s'identifie pas avecle livre d’al-Khwarizmi; ¢’est une technique apparte-
nant & tout un groupe de praticiens des mathématiques. Ce qui les
caractérise, c’est 'application des algorithmes fixes, et ¢’est & ces algorith-
mes qu'il trouve des justifications euclidiennes.

Al-Khwarizmi lui-méme, en fait, nous informe qu’il n’a pas inventé
la discipline. Dans I'introduction dédicatoire il raconte que le Calife I'a
encouragé a

»composer un bref traité sur le calcul par al-gabr et al-mugabalah,
réduit & ce qui est brillant et d’importance dans les arithmétiques
utilisées constamment dans les affaires d'héritages etles legs, dans
les partages et les proces, dans le commerce et dans toutes leurs
affaires d’arpentage des terres, de creusement de canaux, de
calculs géométriques et d’autres choses variées de pareille sorte«'.

Ce qui est »d’'importance dans les arithmétiques utilisées [...]« est
traité dans les deux derniers tiers de 'ouvrage: Larégle de trois, I'arpen-
tage et le calcul des héritages (fait par algébre rhétoricienne du premier
degré). Le premier tiers, 'algébre de deuxieme degré, est inutilisable et
doit donc appartenir & la catégorie du »brillant« ou »agréable« (fatif). En
tout cas, les deux catégories existent déja, la »brillante« non moins que
l'utilitaire, et al-Khwarizmi n‘a fait »que« produire une oeuvre de

" Ed., trad. Luckey 1941.

' Traduction anglaise Rosen 1831: 3, collationnée avec la traduction russe (l'intro-

duction est omise par Gérard de Crémone) et avec corrections inspirées par Ruska
1917: 5.
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synthése des disciplines et techniques des calculateurs pratiques, v
compris la superstructure »pure«.

Cette derniére expression nécessite une explication. La sagesse
conventionnelle distingue les mathématiques »appliquées« ou »pra-
tiques«, aujourd’hui le domaine des ingénieurs et des comptables et
avant l'2re moderne de divers »praticiens mathématiques«, et les
mathématiques »pures« ou »scientifiques« inventées par les Grecs et le
domaine des vrais mathématiciens. Parler d'une superstructure »pure«
appartenant aux praticiens peut donc surprendre. En fait, pourtant, tout
groupe professionnel de calculateurs tend & produire une telle super-
structure: des problemes qui ressemblent formellement aux problemes
rencontrés dans la vie professionnelle, mais qui demandent plus
d’ingéniosité que les taches de tous les jours. Cette superstructure
remplit toute une gamme de fonctions: Ventrainement des apprentis;
I’amusement et la récréation; enfin, I'affermissement de l'identité et la
solidarité professionnelle.

L'importance de Yamusement dans l’enseignement mathématique
est bien connus de tous les pédagogues qui ne croient pas, comume les
anciens maitres d’école égyptiens, que »l'écolier écoute le mieux avec
son dos«. Le role de la récréation pour l'identité professionnelle peut
paraitre plus surprenante. Néanmoins, on en parle parfois dans les
sources; les formules peuvent étre »dis-moi, si tu es un calculateur
accompli, combien [...]«, indiquant que le probleme est une énigme qui
ne peut &tre résolue que par les membres (les vrais membres!) de la
profession; ou bien »comment trouver, a I’ébahissement des non-
initiés, [...J«. Normalement, bien sfir, on ne trouve pas de telles ex-
plications dans les anciennes collections de problémes de récréation. Les
milieux de praticiens, en effet, ne nous ont pas laissé des écrits; leur
enseignement et leurs amusements professionnels étaient, sinon oraux,
du moins supportés par des écrits éphémeres. Les recueils ont été faits
par des mathématiciens, des savants ou des antiquistes et ont a peu prés
le méme rapport avec leur origine professionnelle que les nouvelles de
Boccaccio, les contes de Perrault et les fables de la Fontaine avec les
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traditions orales populaires d’oti ils prennent une partie appréciable de
leur matiere.

Dans quelques cas rares, la situation a été différente. Dans la Baby-
lonie de I"époque de Hammurapi et dans 'Egypte du deuxiéme millé-
naireavant J.C.,I'éducation des scribes (pour qui le calcul était non moins
important que I'écriture) éiait du ressort d'une école bien organisée et
institutionnalisée. L3, I'écriture était employée pour fixer et systématiser
les méthodes de calcul mathématique. Dans ce cas, pourtant, comme
dans celui des »énigmes pour calculateurs« des traditions orales, les
problemes sont sélectionnés ou construits afin de faire employer les
méthodes existantes; c’est que le but des problemes est ou de démontrer
ce qu’on peut faire avec le stock de méthodes possédées par la profession ou
d'exercer ces méthodes chez les apprentis ou écoliers. Donc, les métho-
des ont la primauté et les problémes en sont dérivés.

Dans les mathématiques »scientifiques«, c’est-a-dire de tradition
grecque, ces rodles respectifs des méthodes et des problemes sont
inversés. Ici (comme naturellement dans la vraie pratique des calculateurs
professionnels) les problémes sont primaires et, si les méthodes permet-
tant leur solution n’existent pas déja, il faut les inventer. Pour cette
raison, jal essayé” d’introduire le terme »sous-scientifique« pour le
savoir des professions pratiques pré-modernes, comme par exemple des
calculateurs: un terme qui le distingue du savoir comme but en soi-méme
de la philosophie et des mathématiques grecques, mais qui en méme
temps indique qu’il n’est pas restreint & une collection de recettes
transmises sans compréhension ni ambition intellectuelle.

L'algébre du deuxieme degré est donc le niveau pur et inutilisable
du calcul pratique de I'entourage d’al-Khwarizmi, nécessitant un haut
niveau d'ingéniosité en calcul pratique; en bref le niveau »brillant«.
Apparemment, ¢’est ce niveau seulement qui est désigné al-gabr, a en
croire l'introduction, selon laquelle al-gabr wa'l-mugabalah s'occupe de

¥ Par exemple dans mes [1987) et {1990a].
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»trésors«, »racines« et »nombres simples« (une autre source citée plus
bas pourrait pourtant indiquer que I'algébre rhétoricienne de la »chose«
y appartient aussi). En combinant les témoignages d'al-Khwarizmi,
d’ibn Turk et de Thabit ibn Qurra nous pouvons conclure: que cette
discipline reposait sur une tradition; qu’elle comprenait les réductions
rhétoriciennes aux cas fondamentaux et la solution de ces cas au moyen
d’algorithmes fixes; finalement, que les démonstrations géométriques de
la justesse de ces algorithmes n’y appartenaient pas.

D'autre part pourtant, les démonstrations naives furent tradition-
nelles elles aussi. Comment expliquer sans cela que les mémes démon-
strations furent utilisées indépendamment par al-Khwarizmi et ibn
Turk, en dépit de leur déviation des normes euclidiennes bien connues
d’eux—1'usage de lettres pour désigner les parties des figures géo-
métriques est une importation grecque et des collégues d’al-Khwarizmi
a la cour du Calife ont traduit et commenté les Eléments et d’autres
oeuvres grecques. De plus, ai-Khwarizmi nous raconte indirectement
quil n‘a pas inventé ces preuves géométriques lui-méme. Aprés la
présentation des cas fondamentaux et des algorithmes correspondanis
et aprés les démonstrations viennent des explications d’un nombre de
régles arithmétiques, parmi elles les réductions (20- 200)+( {206-10)=10,
(20- f200)-(f200-10)=30-21200 et  (50+10r-2t)+(100+-20r)=150-t-10r
(r=racine, t=trésor). Pour les deux premiers, des démonstrations geo-
métriques sont données, d'un style assez différent des démonstrations
montrées plus haut (les nombres sont représentés par des segments
coupés sur des droites); pour le troisigme cas, al-Khwarizmi explique,

Fon ne peut construire aucune figure, parce qu’il y a trois
différentes espéces, & voir trésors, racines et nombres, et rien qui
y correspond et par quoi ils pourraient &tre représentés. En effet
nous avions imaginé une figure pour ce cas aussi, mais elle n’était
pas suffisamment claire.
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L’explication par des mots est trés simple [...]"

et donnée par les techniques rhétoriciennes coutumiéres. En ce qui
concerne ces démonstrations géométriques-ci, al-Khwarizmi les a donc

construites lui-méme, tandis que les précédentes sont présentées comme
existant déja.

II. Le Liber mensurationum

Bien stir, des arguments qui reposent sur la tournure précise des
phrases conduisent aisément & l'erreur. Sans autre témoignage, la
préexistence des techniques de géomeétrie naive resterait une hypothase.
Heureusement, il existe encore un traité de mathématique qui éclaircit la
question de fagon inattendue.

Malheureusement, pourtant, le traité en question n’est connu qu’en
traduction latine”*—une traduction faite par Gérard de Crémone dans la
deuxieéme moitié du douziéme siecle et, semble-t-il, trés littérale, comme
le sont d’habitude ses traductions.

L'auteur du traité est un certain Abi Bakr; mais, du fait qu'il en
existe partout dans le monde islamique et & toutes les époques, cela ne
nous aide guére pour situer le traité dans le temps ou dans l'espace.

¥ Traduction anglaise Rosen 1831: 34, collationnée avec et corrigée d’aprés les
traductions latine et russe.
' Edition critique par Busard (1968). Il se peut qu'il existe des manuscrits arabes non
publiés. Roshdi Rashed (communication personnelle faite loin des sources) pense en
avoir vus et pense se souvenir de figures analogues a celles (manquantes dans la
version latine) dont il sera question plus bas.

Une étude assez approfondie du traité se trouve dans mon {1986], qui est le
fondement de bien des éléments de la présente étude.
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Drautre part, les traducteurs latins n’ont trouvé que trés peu de travaux
récents en Espagne au douziéme siécle; pour cette raison, il semble
raisonnable de supposer une origine au neuviéme ou dixiéme siécle. Des
considérations de vocabulaire® suggérent une date pas trop différente de
celles d’al-Khwarizmi et d’ibn Turk et la méme chose vaut pour le
contenu mathématique.

Le titre latin du traité est Liber mensurationum, »Traité d’arpentage«.
I} est composé de deux parties, dont la deuxizme (propositions 65-158)
est précisément ce que promet le titre, un traité dans la tradition Heéro-
nienne sur la mesure des champs et des corps—plus précisément, sur la
détermination de 'aire et du volume & partir des dimensions linéaires.
La premi?re partie, pourtant, celle qui nous occupera ici, est tout 4 fait
différente. Un premier chapitre (propositions 1-19) est consacré aux
»quadrilatéres équilatéraux et a angles droits«. Des 19 propositions, les
deux premires seulement concernent réellement l'arpentage (la déter-
mination de l'aire et de la diagonale a partir du cété), tandis que les
numéros 10 et 11 peuvent a la rigueur étre acceptés. Toutes les autres
sont artificielles et appartiennent au domaine du »brillant«. En abrévia-
tion symbolique (ot1 ¢ est le c6té, A Vaire et d la diagonale) les données
sont les suivantes:

3. c+A=110
4. 4c+A=140
5. A-c=90

6. A-4c=60
7. 4c=t/5-A

" Bien sar, »Wer terminologiegeschichtliche Studien an Hand einer Ubersetzung
machen will, dem ist doch nicht zu helfen« (»qui veut étudier I'histoire des
terminologies par des traductions ne peut de toute facon &tre sauvé«), comme dit
Neugebauer (MKT 11, 5). Mais la traduction de Gérard est assez précise pour nous
assurer qu'Abi Bakr emploie encore, méme en géométrie, le mot murabba® dans le
sens général de »quadrilatére« seulement et qu'il parle d'un carré comme d'un
murabba®équilatéral et & angles droits (Gérard a quadratum equilaterum et orthogonium),
précisément comme le fait ibn Turk.

15



8. 4dc=A

9. 4c-A=3

10. d=1200; c=?
11. d=f200; A=?
12. 4c+A=60

13. A-3c=18

14. 4c=*/;- A (texte corrompu)
15. A/d=7"/,
16. d-c=4

17. d-c=5

18. d=c+4

19. A/d=7"/,,

D'un point de vue moderne, les problémes artificiels sont des
problémes algébriques. Pour voir comment Abli Bakr les considérait,
nous pouvons regarder son traitement du numéro 3, analogue au
premier cas mixte d’al-Khwarizmi:

Si quelqu’un t'aura dit: J'ai additionné le c6té et 'aire et ce qui en
advint était 1107, Combien est donc son c6té?

La méthode dans ceci sera que tu prends la moitié du c6té
comme moitié et que tu la multiplies avec elle-méme, dont ad vient
'/, ce que tu ajoutes a 110. Ce sera 110'/,, dont tu prends laracine,
qui est 10'/,, de laquelle tu enleves la moitié et 10 resteront qui est
le coté. Voici!

1l y a pour cela aussi un autre mode selon al-gabr qui est que
tu poses le cdté comme chose et multiplies celle-ci avec elle-méme
et ce qui en advient sera le trésor qui sera laire. Ajoute-le donc au
cdié selon ce que tu as posé et ce qui en advient sera un trésor et
une chose qui égalent 110. Agis donc selon ce qu’on t'a appris en

' Abti Bakr a probablement écrit ses nombres en toutes lettres. Mais puisque sur ce
point précis Gérard nest pas littéral (ou, plutdt, utilise un manuscrit qui est
corrompu a cet égard), mélangeant des nombres verbaux, les chiffres »hindous« et
les chiffres romains sans aucun systéme, je traduirai tout en chiffres hindous.
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al-gabr'®, cest-a-dire que tu divises en deux la chose et tu la
multiplies avec elle-mé&me et ce qui en advient fu I'ajoutes a 110;
tu prends la racine de ce que tu as additionné et tu I'enléves dela
moitié des racines. Ce qu'il en reste alors sera le coté.”

Le probleme peut donc étre résolu selon deux méthodes proclamées
différentes, dont la derniére est identique & al-gabr d’al-Khwarizmy,
parlant de trésor et choses et utilisant 1'algorithme familier du »qua-
trigme cas«*. Comme dans le passage cité d’al-Khwarizmi, aussi, Abl
Bakr explique soigneusement que le trésor représente Yaire du carré.
Paradoxalement, pourtant, les pas numériques sont les mémes selon les
deux méthodes. Ce qui manque a la premiére n’est apparemment que les
mots-clefs; d’autre part, elle a encore le mystérieux »voici«.

Le mot latin est »intellige«. La traduction »voici« peut paraitre mal
fondée, mais s’explique par une autre traduction Gérardienne. Dans un
fragment sur la construction de ’heptagone, la derni¢re partie critique
une méthode approximative utilisée par les Indiens; en conclusion, le
texte nous raconte que les Indiens ne possédent comme démonstration
de la validité de leur méthode que »I'invention intellige ergo«™. Cela,
pourtant, correspond précisément a la maniere répandue chez les
mathématiciens (ou les commentateurs) indiens de conclure la présenta-
tion d'une régle ou d'un algorithme par un exemple d’application,
souvent en guise de figure, introduit par le mot nydsa, littéralement »on
pose«, »on écrit«, »on irace«—en effet, opérations et figures étaient

™ D'autres propositions emploient méme des formules du style »fais done selon ce
qui précéde sur le quatriéme cas d'al-gabr«. Le présent traité est donc écrit comme
piéce-compagne & une introduction  al-gabr similaire & celle d'al-Khwarizmi (mais
probablement pas identique a celle-13, puisque le mot mugibalah semble étre employé
de maniere différente, cf. note 24).

¥ Ed. Busard 1968: 87.

* Gérard a di remarquer qu'Abn Bakr utilise le terme de maniére trés spécifique;
ceci doit &tre la raison pour laquelle il le traduit aliabra et non, comme d’habitude

{et cormume il le fait lui-mame en d’autres occasions) algebra—cf. Hughes (éd.) 1986
233.

? £d. Clagett 1984: 599,
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tracées sur le sol®; cette application ou figure fonctionne alors comme
démonstration heuristique ou explication. Du moins dans ce fragment
Gérardien, la traduction »voici« semble dont adéquate, puisque le mot
arabe employé par Abii Bakr & dG couvrir 'utilisation dans les textes
mathématiques du mot nydsa, mais en méme temps a pu suggérer le mot
latin intellige, ce qu'une traduction plus littérale du sanscrit 2 'arabe
n’aurait pas fait.

Naturellement, dans le Liber mensurationunt, on pourrait encore lire
la remarque simplement comme »comprends!«. On se demanderait
pourtant alors ce qu'il y aurait a comprendre: comme il se présente &
nous, le texte ne décrit apparemment qu’une séquence de pas de calcul
ou une prescription d'un algorithme aussi peu compréhensible que les
algorithmes présentés par al-Khwarizmi. Finalement, »intellige« revient
souvent dans les autres problemes, mais toujours aprés la description de
la premiére méthode et jamais dans la partie »selon al-gabr«®. 1l parait
ainsinaturel de comprendre ' intellige comme dans le texte paralléle et de
conclure que le traité original a comporté des figures 1a ot la traduction
(et, il faut croire, le manuscrit utilisé par Gérard) n’en conserve que les
références dans le vide (des exemples numériques comme on en trouve
dans les textes indiens sont exclus, puisque le texte en consiste déja; de
toute fagon, ce qui est suggéré est la présence du méme mot arabe dans

2 Guy Mazars, communication personnelle. Des exemples concernant précisément
la construction de polygones réguliers se trouvent dans la LifZvati de Bhaskara
(édition sanscrite Banerji 1893: appendice, 87-91; dans sa traduction anglaise (1817:
94f), Colebrooke traduit simplement corrune »see«). D'autres exemples concernant
précisément Y interprétation géométrique des identités algébriques se trouvent dans
le Bigaganita (trad. Colebrooke 1817: 222-225),

* A la fin de la proposition 50 on pourrait soupgonner une exception a cette régle.
En fait, elle finit par la phrase »intellige ergo et invenies«, »comprends donc et tu
trouveras«. Mais si on regarde ce qui se passe dans le calcul, on découvre que tout
dans cette proposition est pure parodie. La proposition 49 batit déja sur le fait que
tout triangle rectangle ol les c6tés forment une série arithmétique est proportionnel
au triangle 3-4-5. La proposition 50 nous raconte que dans un tel triangle I'hypoté-
nuse égale 10 et tout devrait étre clair. Au lieu de cela, pourtant, viennent des calculs
absolument fous et délibérément opaques; vraiment, »comprenne qui peut!«
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le texte d’ Abii Bakr—il n’y a aucune raison de croire que ce mot n‘ap-
paraitrait que dans des textes dérivés du sanscrit ou discutant les
méthodes indiennes). Ces figures appartiendraient alors & la premiere
méthode; le support géométrique serait ce qui distinguerait cette
méthode de la méthode numérique d'al-gabr.

La troisieme proposition n’est donc pas la seule & comporter deux
différentes solutions, qui parfois sont numériquement identiques
{comme dans la cas cité) et parfois différent. Pour illustrer cette derniere
possibilité nous pouvons considérer deux exemples pris dans le chapitre
sur les »quadrilatéres plus longs d'un cdté«. D'abord la proposition 29:

Et ¢'il Yaura dit: J'ai additionné les deux cdtés et ce qui en advint
fut 14 et un cbté excede autre par 2; combien est donc chaque
cHté?

Le mode pour trouver ceci sera que tu ajoutes 2 au 14 et ce
qui en advient sera 16, dont tu prends la moitié, qui est 8; cest le
coté long; tandis que si tu veux le plus court, tu le trouveras par
cette méthode: Enleve 2 de 14 et prend la moitié {...} et ce sera le
cbté court.

D’autre part, le mode selon al-gabr est que tu poses le c6té
court comme chose et le long comme chose et 2 parce que sa
parole fut »excede I'autre par 2«, additionne-les donc et oppose-
les & 14%. Ce qui en revient [apres la solution de 'équation] sera
le c6té court. Enléve-le donc de 14 et il restera le long.™

Avant de continuer on peut observer que ce probléme est du premier
degré; puisqu’'il posséde une solution »selon al-gabr«, il semble que cette
discipline ne soit pas restreinte au deuxiéme degré: al-gabr est tout ce qui
se traite par choses, trésors et racines.

¥ Evidemument, le verbe arabe doit étre gabila, dont est dérivé mugibalah. Le texte
présent est donc un des exemples d'usages »aberranis« de ce mot—en fait,
probablement, de son usage primitif (une raison de plus de ne pas attribuer au traité
une date tardive): »Opposer« la somme des cotés a 14 veut dire former l"équation
»longueur+largeur=14«.

% B, Busard 1968: 92.
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Comme deuxiéme exemple, nous pouvons citer la proposition 43:

Mais g'il t'aura dit: : J’ai additionné ses 4 cdtés et son aire et ce qui
en zdvint fut 76 et I'un des cétés excéde l'autre par 2; combien est
donc chaque cHté?

Le mode pour trouver cela sera que tu multiplies ce dont l'un
cété augmente lautre, toujours {c’est-a-dire indépendamment de
la valeur de I'augmentation] par 2 et ce qui en advient sera 4.
Enléeve ceci de 76 et 72 resteront. Additionne le nombre des cotés
du quadrangle, quiesi 4, et ajoutes-y l'augmentation d’un cété sur
Fautre et ce qui en advient sera 6. Prends-en la moitié qui est 3 et
multiplie-le avec lui-méme, dont advient 9. Ajoute-le a 72, dont
advient 81. Prends la racine de cela, qui est 9, et enléves-en la
moitié des 6 qui est 3 et il restera le cdté court qui est 6. Ajoute-lui
2 et le coté long sera 8. Voici!

Pourtant, le mede pour trouver la méme chose selon al-gabr
est que tu poses le c6té court comme chose. Alors le coté long sera
chose et 2: multiplie donc la chose avec la chose et 2 et l'aire sera
un trésor et 2 choses. Aprés, additionne les c6tés du quadrilatére,
qui sont 4 et 4 choses; ajoute-les au trésor et 2 choses et ce quien
advient sera un trésor ef 6 choses et 4, qui égaleront 76; enléve
donc 4 de 76 et 72 resteront qui égaleront un trésor et 6 choses.
Fais donc selon ce qui précede sur le quatridme cas d’al-gabr >

La solution selon al-gabr est facile & suivre et illumine bien les raisons
du succes de cette technique. D’autre part, les pas numériques de la
premiére méthode sont assez incompréhensibles (en dépit du fameux
intellige); ce qui s’y passe demande une clarification, par exemple par
algébre symbolique (le coté long est désigné x, le c6té court y):

xy+2x+2y =76 ,x-y=d,d=2
Remplagant donc x par y+2 nous trouvons
xy+dy+2d = xy+4y+4 =76

ou

% Ed. Busard 1968: 95§,
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xy+dy=76-4=72
ou encore
(x+4)y =72
En introduisant X = x+4 nous avons par conséquent réduit ie
probléme au probléeme
Xy=72,Xy=4+2=6,
qui est résolu selon une méthode bien connue dans les mathématiques

paléobabyloniennes:

(X-)/2 = 6/2 = 3; [(X+y)[2] = Xy+[(X-y)f2F = 72+3" = 81;
(X+y)f2 = 181 =9,y = (x+y)f2-(x-y)2 = 9-3 = 6.

I11. »L’algébre« babylonienne

L'emploi de cette méthode caractéristique de »l'algébre« paléo-
babylonienne” n’est pas la seule trace d'un rapport étonnant entre cette
trés vieille discipline et la méthode de base d’Abn Bakr—que nous
pouvons appeler »algébre d'arpentage« pour souligner 4 la fois son
caractére algébrique® et le fait qu'elle est distincte de »l'algebre d'al-

¥ L'époque dite »paléobabylonienne« recouvre la période de 2000 2 1600 avantJ.-C.
(chronologie »moyenne«); le régne de Hammurapi se situe au XVII® siecle. La
plupart des textes mathématiques semblent appartenir & la dernitre moitié de
I'époque.

* Je ne discuterai pas ici dans quelle mesure ce »caractére algébriques justifie qu'on
parle vraiment d'une algébre. Sur ce sujet, je renvoie aux considérations correspon-
dantes dans mon [1989], ot je discute plus & fond si »I'algébre paléobabylonienne«

est une vraie algébre ou seulement une technique faisant usage de modes de pensée
algébrigues.
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gabr«. Avant d’approcher cette question en profondeur, il serait pourtant
utile de présenter »)'algébre« paléobabylonienne elle-méme d'une
maniére plus fidele & son propre caractére que ne le font la plupart des
introductions générales & I'histoire des mathématiques. Regardons
d’'abord un texte bref:

La surface et ma rencontre jai additionné: */,.

1 le forjet tu poses.

La moitié de 1 tu brises, '/, et '/, tu fais se tenir,
'/, &%/, tu ajoutes: 1 fait 1 équilatéral.

'/, que tu as fait tenir, du corps de 1 tu arraches:
'/, est la rencontre.”

Cette traduction est assez différente des traductions courantes™. Elle
est fondée sur une étude comparée et approfondie du vocabulaire, des
méthodes et de la structure conceptuelle des textes paléobabyloniens
dites »algébriques«, dont je n’expliquerai ici ni les méthodes ni les
résultats généraux en détail®’. Ce qui importe ici est de savoir que le texte
décrit une procédure géométrique, ainsi que le sens et les rapports
mutuels des termes employés.

Une »rencontre« (mithartum), d’abord, est la renconire de quatre
lignes égales comme les cbtés d'un carré. Le mot »rencontre« signifie a
la fois la longueur de chacune de ces lignes et la configuration géo-
métrique; en d'autres termes, le carré géométrique est identifié nu-
mériquement a ce paramétre caractéristique qu’est la longueur du ¢6té*.

#BM 13901 #1, éd. MKT III, 1; cf. traduction et discussion dans mon [1990, section
V.2]. Il faut remarquer que les nombres du texte (qui sont écrits dans le syst2me
sexagésimal de position) ont été impitoyablement modernisés; la maniére par
laguelle les Babyloniens écrivaient leurs nombres n‘a aucune importance pour la
présente discussion.

* Neugebauer dans MKT III, 5f; Thureau-Dangin dans TMB, 1.

* L’étude compl2te est décrite dans mon [1990]; un exposé moins spécialisé se trouve
dans mon [1989].

 Cette identification n’est pas plus étonnante que notre propre identification du
carré avec cet autre parametre caractéristique qu’est son aire. Pour nous, le carré est
son aire et posséde un c6té; pour un Babylonien, le carré est son coté et posséde une
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La »surface« {eqlum, littéralement »champ«) est évidemment l'aire
contenue par la figure.

Ensuite il y a les opérations. Notre petit texte nous présente deux
différentes opérations »additives«. L'une, »additionner« (kamarum) doit
étre une vraie addition arithmétique, puisqu’elle peut s’appliquer a des
nombres sans considération de leur signification (ici, les nombres
mesurant une surface et une longueur sont additionnés). Elle est sy-
métrique (les deux nombres a additionner sont toujours liés par un »et«),
et elle fait disparaitre les deux composantes dans la somme. L'autre,
»ajouter« (wagdbum), est concréte; elle n‘additionne pas des nombres
abstraits, mais des grandeurs (des grandeurs mesurables, bien s(ir, ce qui
la fait tout de méme correspondre & une addition arithmétique). Les deux
grandeurs ne sont pas traitées de maniére symétrique, puisque 1'opé-
ration conserve »l'identité« d’une d’elle, tandis que l’autre lui est ajoutée.
Celui pour qui cela n’a aucun sens n’a qu'a penser a son compte ban-
caire. A I'expiration de l'année, les intéréts y sont ajoutés, ce qui ne
change pas l'identité du compte, qui restera son capital; seulement, son
montant est devenu un peu plus grand (en fait, intéréts en babylonien se
dit siptum, qui est dérivé de wasdbumy).

»Briser« (hépum) veut dire diviser en deux, mais seulement quand
les deux parties sont des »moitiés naturelles« ou coutumieres
(bamtum)—par exemple une des deux moitiés de la base d'un triangle
qui est toujours multipliée par la hauteur quand on veut trouver l'aire.
»Briser« est une opération strictement distincte de la multiplication par
1 /2'

»Faire se tenir« (Sutakulum—Ila traduction est assez incertaine; il se

aire.

En conséquence de l'interprétation traditionnelle et purement numérique de ces
textes, on 1'a considéré cormumne énigmatique et I'on a beaucoup discuté sur le fait
présumé que les Babyloniens ne distinguaient pas le carré et la racine carrée. Comme
on le voit, il N’y a plus d’énigme quand le mithartum est compris comme carré
géométrique, seulement une conceptualisation différente de la ndtre, La méme chose
vaut, d'ailleurs, pour I'énigme analogue offerte par I'emploi du mot grec dbvoqug
comme terme mathématique (voir mon {1990b}).
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peut qu’on doive traduire »faire se dévorer«) est d’habitude compris
comme »multiplier«. En fait, »faire que a et b se tiennent« signifie
»construire un rectangle a cotés a et b«. Mais puisque les Babyloniens ne
s'occupent que des droites mesurables, construire un rectangle implique
toujours que son aire sera calculée; bien qu’elle-méme une opération de
construction, ' opération implique donc une multiplication dont le résultat
est normalement donné sans explication supplémentaire, ce qui est aussi
le cas id (plus bas nous verrons un exemple de mention séparée de
I'opération arithmétique).

Que »A fait b équilatéral« (A-e b-siy b) veut dire, arithmétiquement,
que b= /4, et pour un Babylonien que I'aire A formée en carré aura le
c6té b. » Arracher« (nasahum), est finalement une soustraction concréte—
il sagit en fait de 'inversion de Y opération d’»ajouter«. Comme celle-13,
elle conserve donc »l'identité« de Ventité & laquelle une partie est
arrachée, tout en la changeant quantitativement.

Enfin, il y a trois termes qui ne correspondent & aucune opération
arithmétique et qui, dans Vinterprétation consacrée, ont toujours été
regardés comme problématiques. [¥abord il y a le »forjet«. Le mot
babylonien est wdsitum, littéralement quelque chose qui sort ou saille. Ici
le mot est employé pour dénoter la largeur 1 qui, quand on la pose de
fagon a saillir orthogonalement d'un segment de longueur L, produit un
rectangle de l'aire 1 L=L—ce qui correspond bien & l'utilisation du mot
dans la terminologie architecturale au sens de »forjet«. L'emploi du
terme »poser« (Sakdnum) dans le texte présent est alors évidente; en
général, il faut le dire, le sens du mot, méme dans les textes mathémati-
ques, est assez diffus et il semble pouvoir désigner tout processus ol
quelque chose est marqué ou noté matériellement (la mémorisation d'un
résultat intermédiaire est, d’autre part, imposée par la phrase »que ta
téte retienne«).

Reste le »corps« (libbum, littéralement »coeur« ou »entrailles«).
L’examen d'un grand nombre de textes montre que l'on peut »ajouter
au corps« ou »arracher du corps« d'une surface aussi bien qu'y »ajou-
ter« ou en »arracher«simplement. Mais, tandis qu’on peut aussi»élever«
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la surface & 3 coudées (ce qui veut dire calculer le volume d'un parallélé-
pipéde avec la surface en question comme base et une hauteur de 3
coudées), jamais on n’»éléve au corps de« quelque chose. Le »corps«
n’intervient donc que quand lamétaphore a unsens dans I'interprétation
géométrique.

Le texte décrit donc d’abord une transformation de la donnée
originale concernant la somme arithmétique des deux mesures en
probleme géométrique: Poser un forjet de 1 au coté du carré en fait un
rectangle avec une aire mesurée par la méme somme. */, représente donc
un rectangle avec une largeur égale a la »rencontre« (disons x) et une
longueur égale & x+1. Ce rectangle est transformé en gnomon et le reste

ressemble exactement a la deuxidme des deux démonstrations citées
d’al-Khwirizmi:

FIGURE 3

Ce probleme simple est le premier d’une série de 24 problémes sur
les carrés contenus dans la méme tablette, présentés en progression assez
systématique du simple vers le compliqué. Le deuxiéme probleme est de
type x*-x=§, le troisi¢me de type ax*+bx=S. Ensuite, le niveau augmente
graduellement. Enfin, aprés bien des probleémes complexes 2 plusieurs
inconnues, vient comme numéro 23 un probleme trés simple:
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Une surface, La surface et les quatre fronts j'ai additionnés: B/

4, les quatre fronts, tu inscris. L'inverse de 4 est '/,

1/, tu éléves 3 %/, B/ tu inscris.

1, le forjet, tu ajoutes: 1%/, fait 1'/;, équilatéral.

1, le forjet que tu as ajouté, tu arraches: '/, tu répétes jusqu’a deux
fois.

'/, se rencontre ®

La plupart des opérations nous sont déja familieres; deux, pourtant,
sont nouvelles: »Elever« et »répéter«. Egalement nouveau est le mot
»front«. Comme mentionné ci-dessus, »élever« (naSiim) dénote la
multiplication par une hauteur par laquelle une aire est transformée en
volume; il est méme probable que cela explique I'étymologie du mot
comme terme mathématique. Sa sphere d’application, toutefois, est
beaucoup plus vaste. L'aire d'un triangle et d'un trapéze, par exemple,
sont calculées par »élévation« du mi-»front« ou du »front«-moyen a la
longueur; de plus, toute opération de proportionnalité implique une
élévation; la »division« au moyen d'une multiplication avecl’inverse du
nombre diviseur est finalement désignée de cette maniére. Tout compte
fait, le mot peut étre expliqué comme calcul d'une valeur concréte par
multiplication. L' opération d'»élévation« est donc différente aussi bien de
la quasi-multiplication de »faire se tenir« que du terme a-ra, dérivé du
verbe »aller« et traduisible comme »pas de«, employé dans les tables de
multiplication et donc pour des vraies multiplications arithmétiques
d’un nombre par un nombre.

»Répéter« (esepum) est une autre (quasi-)multiplication et, en fait, la
derniére opération multiplicative. Elle désigne une répétition (visuelle-
ment saisissable} d'une entité concrete, ce qui implique naturellement
quele nombre mesurant ’entité seramultiplié; I’explication géométrique
du texte nous montrera un exemple typique de 'emploi du terme.

»Front« (piitum) désigne (dans l'arpentage) le c6té court d’un champ,

¥ BM 13901 #23, éd. MKT II, 4f; cf. traduction et discussion dans mon [1990, section
V.4l
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celui qui fait front au canal d’irrigation. Dans les textes mathématiques,
son équivalent sumérien (sag) est employé pour la largeur d'un rec-
tangle plus abstrait, mais jamais le mot babylonien lui-méme. Son
apparition ici démontre donc que le mot »surface« devrait en réalité étre
lu dans son sens littéral, comme »champ«.

Le probléme concerne donc un champ carré”, dont la somme de
l'aire et des nombres mesurant les quatre cotés est donnée comme /5,
(I'unité, le nindan, égale approximativement 6 m). La succession des
opérations peut éfre suivie sur cette séquence de figures:

. .
] 1
1 ]
! :
! ]
Looenn " [T .
, AR ALY | :
e m-en - —— =k L .- i :-._--..-.l
. !
y i b
o | 'l ;
vt t 1
Ld —_J
FIGURE 4

D'abord, la somme est représentée par le champ carré cerné par quatre
rectangles & largeur égale au front et longueur 1. Deuxieémement, )'aire
de cette figure est multipliée par '/,, ce qui correspond 2 la prise d'un

¥ Que le champ est un carré n'est pas dit explicitement au début. Qu’il le soit
réellement résulte d’abord du fait que le champ posstde quatre fronts—s'il était
rectangulaire, il posséderait deux fronts et deux longueurs et, §'il était irrégulier, il
posséderait un front supérieur et un front inférieur et une longueur supérieure et une

longueur inférieure. La derni¢re ligne, en plus, le dit aussi, en utilisant I'expression
»ge confronter.

27



quart de la figure, c’est-a-dire d’un gnomon. Ce gnomon est complété
en carré d’une maniére remarquable. Un mathématicien moderne
ajouterait 1°, ce qui correspond bien a ce qui se passe dans d’autres
problémes de la méme tablette. Ici, pourtant, c’est le forjet lui-méme qui
est ajouté. Nous avons déja vu que la »rencontre«, numériquement
identique au c6té du carré, désigne la figure complete. De méme, le forjet
représente le carré manquant, évidemment comme figure (comme nom-
bre, il représente son cdté). Ce qui est ajouté est donc la figure et non pas
le nombre mesurant son aire. Le carré complété a donc une aire de
1%/,44="%/,;, et, en conséquence, un c6té de /,,=1'f;,. Pour retrouver le
demi-front, le »forjet que tu as ajouté« est encore arraché, ce quisouligne
une fois de plus que la figure carrée ajoutée comme complément est
identique a son c6té, qui est de fait la grandeur arrachée. Finalement, il
en résulte le front lui-méme quand le demi-front est »répété«, c’est-a-
dire combiné avec son image de miroir.

Draprés sa structure mathématique, le probleéme est du méme type
gue le numéro trois de la tablette (et méme plus simple). La solution,
pourtant, est obtenue de maniere différente. Différente aussi est la
formule employée, qui selon la manigre du numéro deux aurait di étre
»J’ai additionné la surface et mes quatre confrontations«. L'emplacement
entre les problémes complexes et la formule aberrante aussi bien que la
méthode insolite ont toujours été regardés comme mystérieux—Neu-
gebauer a méme proposé que le texte serait corrompu et ne donnerait de
sens mathématique que par hasard®. Pris ensemble, pourtant, les trois
mysteres semblent se résoudre mutuellement. La formule (»Un champ.
[...] les quatre fronts [...J«} semble indiquer que le probléme n’est pas
compris comme une équation type. Il appartient plutdt au stock des
énigmes mathématiques professionnelles des arpenteurs. Qu'une
énigme soit résolue d’une maniére surprenante et élégante n’est naturel-
lement que bienséant; il est tout aussi naturel, d’autre part, qu’elle soit
alors placée entre les problemes complexes auxquels les techniques de

¥ MKTI11, 14.
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base peuvent étre appliqués.

La ressemblance entre le probleme présent et la premiere démon-
stration d’al-Khwarizmi n’a pas besoin d'étre expliquée. Ce qu'il faut
peut-&tre signaler c’est V'intérét partagé avec Abl Bakr pour les quatre
cotés d'un quadrilatére—rien que dans le chapitre du Liber mensuratio-
num sur les carrés, sept probleémes les concernent (les numéros 4, 6, 7, 8,
9,12 et 14), et dans le chapitre sur les rectangles plusieurs (dont le
numéro 43 cité plus haut) le font aussi. Cette observation s’accorde bien
avec le réle des probléemes de ce recueil comme énigmes d’arpenteurs.
Evidemment, si un arpenteur (ou quelqu’un d’autre dont la motivation
n’est pas cet esprit de systéme qui caractérise I'instruction mathématique
des institutions scolaires) doit formuler une énigme combinant l'aire et
les cBtés d'un carré, les premiéres possibilités qui lui viendront a Vesprit
seront l'aire et le cité et I'aire et les cotés.

Notre troisitme exemple vient d'une autre tablette et concerne un
rectangle:

Longueur, largeur. La longueur et la largeur j'ai fait se tenir: Une
surface i ai batie.

Jen ai fait le tour. Ce par quoi la longueur excéde la largeur jai
ajouté au corps de la surface: 183.

Je suis retourné. La longueur et la largeur yai additionnées: 27.

Longueur, largeur et surface sont quoi?

7 183 les additionnés
15 longueur 180 surface
12 largeur

Toi, pour ta méthode, 27, les additionnés de longueur et largeur,
ajoute au corps de 183: 210.

2 4 27 ajoute: 29.

Sa moitié, celle de 29, tu brises: 14'/,.

<14'/, et 14'/, tu fais se tenir>*.

* Ce complétement d’une ellipse suit des passages paralléles de la méme tablette,
dont l'une se trouve huit lignes plus bas dans la présente traduction.
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1+ . pas de 14'/,, 210"/,

Du corps de 210'/,, 210 tu arraches: '/, est le reste.
', . iait '/, équilatéral.

':. 2u premier 14'/, ajoute: 15 est la longueur.

*;- du second 14'/, coupe: 14 est la largeur..

2 cue tu as ajouté & 27, de 14, la largeur, tu arraches:
12 est la vraie largeur.

13, ta longueur, 12 la largeur j'ai fait se tenir:

1% pas de 12, 180 est la surface.

15, la longueur, excéde 12, la largeur, par quoi?

Il I'excéde par 3. 3 au corps de 180, la surface, ajoute.
183 est la surface.”

Du point de vue des opérations, ce texte ne nous apporte pas
beaucoup de neuf. On peut observer que I'expression »ce par quoi A
excéde B« revient dans beaucoup de textes—elle désigne une »sous-
traction par comparaison«, donc une soustraction dont le résultat ne
partage pas l'identité du diminuendum; on remarque aussi qu'elle
correspond a I'expression utilisée par Abti Bakt, »ce dont A augmente
B«. »Couper B de A« est, d’autre part, une soustraction qui conserve
Videntité, précisément comme fait »arracher«; les deux mots peuvent
étre regardés comme de simples synonymes, entre lesquels les Baby-
loniens ont choisi selon leurs connotations et valeurs métaphoriques (on
ne »coupe« que des entités linéaires).

Les mots »longueur, largeur« au commencement nous informent
que le probléme concerne une surface déterminée par une longueur et
une largeur—c’est-a-dire un rectangle. La spécification selon laquelle le
procés de »faire que se tiennent« la longueur et la largeur entraine
qu'une surface est »bétie« démontre que I'opération en question est
vraiment une construction et non pas une multiplication arithmétique
(une multiplication présupposant une opération de bdtissement serait
mentionnée aprés celle-1a). Plus remarquable encore est la remarque
selon laquelle celui qui a jalonné la surface en fait la ronde; il s'agit

¥ AD 8862 #1, éd. MKT I, 108,
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vraiment d’une surface dans le terrain—a savoir d'un »champ«. Une fois
encore, le probléme prétend traiter de la pratique del'arpentage, tout en
appartenant en réalité dans la catégorie »brillante« des énigmes.
La méthode peut paraitre quelque peu opaque, mais §'explique

symboliquement comme suit: Des données

ay+Hx-y) =183, x+y =27
suivent par addition et I'introductionde Y = y+2

xiy+H(x-y)+(x+y) = xy+2x = x(y+2) = xY = 210,
et d’autre part

x+Y = (x+y)+2 = 2742 = 29, donc (x+Y)[2 = 14/,

et donc

[{(x-Y)2] = [(x+Y)[2P-xY = 210"/-210 =, (x-Y)2 =/,
Ceci nous donne

x = {(x+Y)2]+[(x-Y)2] = 14"}, +},= 15
ef

Y = [(x+Y)2)-[(x-Y)2] = 14}, f, = 14,
dont il résulte finalement

y=Y-2=12

Mis & part le remplacement de x+y par x-y (et vice versa) dans les
données, le probléme est strictement analogue au dernier probléme cité
ci-dessus d’Ab{l Bakr. Plus haut déja il a été dit qu’Abii Bakr emploie
une méthode paléobabylonienne caractéristique pour résoudre ce
probléme, soit le calcul par demi-somme et demi-différence. En fait, la
ressemblance va plus loin, incluant Vintroduction d'une »variable
auxiliaire« X ou Y, dont le présent texte parle explicitement comme une
»largeurc, différente bien sfir de la »vraie largeur«. Qu’Y soit réellement
une largeur se verra sur la figure suivante, qui nous montrera aussi la
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situation d’un point de vue d’arpenteur:

FIGURE 5

D’abord, le rectangle est bati et »ce par quoi la longueur excéde la
largeur « est »ajouté«—ce qui présuppose qu'il est pourvu d'une largeur
1 et ce qui donne une surface totale égale a 183. Au pas suivant, »les
additionnés de longueur et largeur« (le pluriel est indubitable dans le
texte Babylonien) y sont ajoutés. Comme on le voit, le résultat est un
nouveau rectangle d'aire 210, dont la nouvelle largeur (Y) excéde la
largeur initiale par 2 et dont la somme des deux cdtés est 27+2 = 29.

Le rectangle a aire connue (ici 210) avec la somme des deux cbtés
connue (ici 29) est un probléme type de I'»algébre« paléobabylonienne.
Sa solution peut étre suivie dans la figure suivante, tirée en fait de la
démonstration d’al-Khwarizmi du cas »trésor et nombres égalent
racines«*:

*®Ed., trad. Rosen 1831: 18.
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H G

N T B D
FIGURE 6

Le rectangle inconnu est représenté par AN, dont l'aire est 210. Si BD
est rendu égal a2 AB (Y), il s’ensuit que ND égalera 29 (=x+Y). Nous
divisons ce segment en deux parties égales (NT et TD) et les faisons »se
tenir«, ce qui produit le carré NK, dont l'aire sera 14'/,’=210Y/, (=
[(x+Y)/2]%). Si HR est rendu égal & AB (=Y), on verra 4 'aide d'un peu de
GB et donc que 'aire du gnomon MLRGTN égale 210, qui est arraché
des 2107/, représentant NK. Le reste (dont I'aire sera !/,) sera le carré RK,
dont le c6té égale (x-Y)f2 = !/,. Cette demi-différence est ajoutée »au
premier 14'/,« (NT), ce qui nous donne la longueur (x=15), et ensuite
coupé »du second 14'/,« (MN), ce qui donne la largeur (Y=14).

La méme figure aurait pu étre reprise au traité d'ibn Turk®™. Il semble
bien, finalement, que la figure & laquelle se référe Abfi Bakr par son
»voici'« soit similaire®’. Somme toute, il y a de bonnes raisons de penser

* Trad. Sayih 1962: 164.

* Bien entendu, elle doit &tre différente dans le détail pour la sitnple raison qu'il
part d'un rectangle ol I'aire et la différence entre les c6tés sont connues; selon toute
vraisemblance, elle correspond précisément aux figures 2 et 3. Le numéro 58 du
Liber mensurationum, pourtant, part de aire (plus précisément, de I'aire du losange
inscrit dans le rectangle) et de la somme des cotés (égale dans ce cas 4 la somme des
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que les savants musulmans batissent sur une tradition née durant I'dge
du bronze babylonien.

D’autres observations d’ordre stylistique et linguistique étaient cette
hypothése. D’'abord, l'organisation »rhétoricienne« des problémes.
Comme nous V'avons vu, les problémes d’Abii Bakr commencent »5i
quelqu’un t'aura dit«. Ce que ce »quelqu’un« a dit est dit & la premiére
personne singulier parfait—avec une seule exception: Si la longueur
excéde la largeur, ceci est expliqué a la troisiéme personne singulier
présent, comme un fait neutre et non pas comme quelque chose »qu’il«
a fait.

Alors vient une référence explicite 2 la méthode, qui est enfin
expliquée comme quelque chose que »tu« dois faire, & 'impératif
alternant avec la deuxi®me personne singulier du présent. Parfois, une
étape est justifiée par une référence a I'énoncé employant la formule
»parce que sa parole fut« {quoniam sermo eius fuit). Parfois aussi, un
résultat intermédiaire qui ne correspond pas directement & une entité
géométrique doit étre »retenu en mémoire«.

Une partie de ces caractéristiques se retrouvent dans les problemes
paléobabyloniens cités ici. Ceux qui manquent se trouvent tous dans
d’autres textes, en particulier la référence au »quelqu’un« introduisant
I'énoncé. A elle seule, 'alternance entre la premiére et la deuxiéme
personne pourrait étre expliquée comme un reflet de la situation di-
dactique; la méme chose pourrait peut-étre se dire de I'alternance entre
présent et parfait. Si les deux alternances sont considérées ensemble et
combinées avec les autres caractéristiques stylistiques beaucoup plus
singulidres, toute explication par la situation didactique et par le hasard
devient extrémement invraisemblable.

Une particularité des textes paléobabyloniens est la multiplicité des
opérations distinctes. Dans leurs grandes lignes, les mémes distinctions
sont respectées par Abl Bakr concernant les opérations additives et

diagonales du losange) et semble suivre exactement la méme voie géométrique que
notre probleme babylonien). Cf. aussi plus bas le numéro 9.
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soustractives. Il est plus difficile de voir ce qu’il en est des opérations
multiplicatives, parce que les opérations correspondant a »élever« et
»pas de« sont absentes de son traité. Il y a des indices, pourtant, qu'il
distingue quelque chose de similaire & la »répétition« concréte paléo-
babylonienne; d’abord, Aba Bakr emploie »doubler« 1a ol un texte
babylonien aurait »répété jusqu’a deux«—mais plus remarquable est une
construction double au numéro 57, oli »quadrupler« est suivi par une
explication numérique (»multiplication« par 4), précisément comme
dans le probleme babylonien ou1 le résultat numérique d’un proces de
»faire 4 et b se tenir« est trouvé comme »a pas de b«.

IV. Une tradition

A en croire le mystérieux »voicil« (intellige), le traité d’Abt Bakr
semble présupposer une compréhension heuristique basée sur des
figures géométriques. Beaucoup de probleémes sont du méme type que
les problémes paléobabyloniens, y compris les types assez singuliers
concernant aire et les quatre c6tés d’une figure et la somme de Vaire et
d’une combinaison linéaire des c6tés d’un rectangle. La méthode de base
coincide avec les méthodes particuligres et caractéristiques de I'»algébre«
paléobabylonienne, par exemple I'emploi d’une demi-somme et d’une
demi-différence et le »changement de variable«. La distinction entre
opérations qui différent dans une interprétation géométrique, mais pas
dans une interprétation arithmétique est respectée. La structure »rhétori-
cienne« coincide, finalement, avec celle des textes mathématiques
babyloniens dans les détails de grammaire et des expressions fixes.
Somme toute, il est donc plus que difficile de rejeter I'idée que le traité
d’Abii Bakr (ou du moins une partie de sa substance, puisqu’il contient
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d’autres matiéres) appartient a »une tradition née durant I'’age du bronze
babvlonien«, comme il a été suggéré plus haut. Puisqu'il s'agit d'un
traité sur I'arpentage, il faut croire que la tradition a été transmise par le
milieu des praticiens-géometres—arpenteurs, architectes et maitres
magons—le méme milieu qui semble avoir inspiré plusieurs des proble-
mes babyloniens cités plus haut. Comme presque tous les milieux de
praticiens antiques et médiévaux, outre celui des scribes, celui-ci ne nous
a laissé aucune source écrite sur ses méthodes, bien que I'existence d'un
fonds de méthodes ne peut pas étre mise en doute; le fait qu'une tradi-
tion a pu survivre depuis I'2re paléobabylonienne jusqu’au neuvieme
siecle sans avoir laissé de traces est donc moins surprenant qu'on
pourrait le croire & premiére vue®.

Cette conclusion peut étre étayée par deux observations d’ordre
différent. On peut, d’abord, signaler un autre cas frappant de continui-
té mathématique réunissant 1'ére paléobabylonienne et le moyen-age
islamique (aussi bien que le moyen-age latin et indien). En 952/53, un
certain Ab@'l-Hasan al-Ugqlidis], travaillant & Damas, a écrit un traité
de grande envergure sur le calcul avec les chiffres hindous. Le dernier
chapitre, qui porte le titre »Doubler I'unité, soixante-quatre fois«, nous
dit que

Cela est une question posée par beaucoup de gens. Il y en a qui

* 11 est méme vraisemblable que le point de départ de »'algébre« méthodique des
scribes babyloniens aura été les devinettes mathématiques apparaissant dans un
milieu d’arpenteurs durant le troisi2me millénaire. Pendant I'époque paléobaby-
lonienne ces devinettes auront alors été adoptées et systématisées dans I'école de
scribes; en méme temps, la tradition originale aura continué son existence extra-
scolaire (voir mon [1990a, section V]), survivant jusqu'a I'époque d’Aba Bakr.

211 faut savoir que les textes mathématiques de 'époque basse babylonienne
{I'époque seleucide) n‘utilisent pas les méthodes caractéristiques partagées par AbQ
Bakr et les textes paléobabyloniens et ne distinguent pas différentes opérations
additives, soustractives et multiplicatives (voir mon [1990, section X.2]); Ia tradition
qui réunit Abd Bakr aux sources paléobabyloniennes ne passe donc pas par les
prétres-astrologues seleucides auteurs des textes mathématiques cunéiformes tardifs.
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doublent 'unité 30 fois et d’autres qui la doublent 64 fois®.

Environ un siécle et demi plus tdt, un recueil de problémes de
récréation (les Propositiones ad acuendos iuvenes) fut composé en pays
franc, peut-étre & I'école palatine de Charlemagne a Aix-la-Chapelle et
peut-étre par Alcuin. Le 13i¢me probléme explique que

un roi a commandé & son ministre de lever une armée de 30 villes
de cette maniére, qu’on conscrive de chaque ville tant d’homumes
qu’on y aurait conduits. Le ministre, pourtant, est venu seul a la
premigre ville et 4 la seconde avec un autre; & la troisiéme,
maintenant, trois sont venus [avec lui]; que celui qui peut dise
combien d’hommes ont été levés de ces 30 villes.”

Les 64 doublements, se référent évidemment au »probleme de
Véchiquier« raconté par plusieurs auteurs arabes® et peut-étre aussi
discuté par al-Khwirizmi dans une oeuvre perdue®. Les 30 double-
ments se retrouvent plus tard chez Bhiskara, mais aussi dans des sources
d’une époque beaucoup plus ancienne. Tout d’abord, un papyrus grec,
provenant probablement du Haut-Empire romain mais peut-étre des
troisieme ou quatriéme siécles, calcule 30 doublements d'un montant
initial de 5 drachmes¥. Ce qui est plus intéressant encore, une tablette
datant du XVIII® sigcle avant J.-C. et venant de Mari en Iraq contient le
probleme suivant:

A un seul grain, 1 grain a été ajouté:
2 grains le premier jour,
4 grains le second jour,

[..]®

et ainsi de suite jusqu’au trentieéme jour. Comme chez »Alcuing, le

¥ Trad, Saidan 1978: 337.

* Ed. Folkerts 1978: 51.

* Voir Wiedemann 1970: 1, 442-453.
% Vois Sesiano 1987: 492+note 23.
¥ Voir Boayaval 1971.

“ Ed. Soubeyran 1984: 30ff.
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doublement est formulé de maniére additive; comme dans le probleme
de l'échiquier, il s’agit de grain {et on trouve en effet dans la Babylonie
des »échiquiers« a 30 cases!); et comme chez al-Uqlidisi, Alcuin et
Bhaskara et dans le papyrus grec, on double précisément 30 fois. La
continuité semble étre hors de doute.

L'autre observation concerne d'un »Traité sur ce qui est nécessaire
concernant les constructions géométriques pour les artisans-spécialistes«
écrit par AbQ’l-Wafa’ vers la fin du dixiéme siécle. A propos du proble-
me qui consiste & additionner trois carrés égaux, Abt'l-Wafa® raconte
avoir présenté ce probléme a I'occasion d’une rencontre entre géomeires
et »artisans-spécialistes« (sunna’, traduisible aussi comme »praticiens«).
Les géometres, bien sfir, ont vite trouvé une solution, qui

pourtant n’était pas du tout satisfaisante pour les artisans, parce
qu'ils n’étaient pas en état de diviser ces trois carrés en pieces qui
pourraient étre composées de telle maniére qu'il en résulte un seul
carré, comme nous avons fait pour deux et cinq carrés. En ce qui
concerne les artisans, ils ont proposé plusieurs méthodes pour le
faire. Pour quelques-unes de ces méthodes des démonstrations ont
été faites, tandis que d’autres se montraient fausses. Celles pour
lesquelles des démonstrations n’étaient pas données étaient tres
prés d’étre correctes et celui qui voyait ces constructions les
croirait vrajes.”

Les »artisans-spécialistes« dont parle Abiy'l-Wafa’ ont donc pratiqué
une géométrie de découpage et d'assemblage des figures, correspondant
précisément  la géométrie »naive« que nous trouvons dans I'»algebre«
paléobabylonienne, dans les démonstrations d'al-Khwarizmi et d'ibn
Turk et, selon toute vraisemblance, chez Ab{ Bakr.

La premiére observation montre la possibilité d'une survie silen-

cieuse durant les deux millénaires et demi séparant I'époque paléo-
babylonienne d’al-Khwarizmi®; la deuxi®me confirme la préférence des

* Trad. russe Krasnova 1966: 115.

* Non pas tout & fait silencieuse, il est vrai: 11y a le papyrus grec. En outre, on trouve
dans le corpus Héronien et chez les agrimenseurs romains des problemes du
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géomeétres pratiques pour les techniques de découpage et d'assemblage
des figures.

»Découpage et assemblage« est une description assez précise des
techniques employées dans »l’algébre« et la »géométrie naive« des
Babyloniens et donc, semble-t-il, dans »]'algébre d’arpentage« d’Abi
Bakr. Peut-étre est-ce aussi le nom par lequel Abh Bakr désignait lui-
méme cette méthode. C'est du moins une interprétation plausible d'une
remarque faite dans le probleme numéro 9:

Et#’il t'aura dit: J’ai enlevé l'aire [d'un carré] de ses cOtés et trois
sont restés, combien est alors chacun de ses cbtés?

La méthode de ceci sera que tu divises en deux le nombre des
cOtés, ce qui sera 2, lequel tu multiplies alors par lui-méme et ce
qui en advient sera 4. De ceci enléve donc 3 et 1 restera; prends sa
racine, qui est 1, lequel, si tu I'ajoutes 4 2, donnera les trois cdtés;
et si tu I'enléves de 2, 1 restera qui sera un quelconque de ses
cOtés, et ceci, en effet, est selon augmentation et enlevement.

DYauire part, la méthode selon al-gabr est que tu poses
toujours un des ctés comme la chose, laquelle tu multiplies par
elle-méme {...]*

La structure mathématique du probleéme coincide (en interprétation
géométrique, ol il n'importe pas de savoir s'il y a une ou deux in-
connues) avec celle du numéro 43: Rectangle 4 aire donnée et avec
somme donnée des cdtés™. La procédure peut donc étre suivie sur la

deuxiémedegré tout  fait isolés, mais trds proches decertains problémes paléobaby-
loniens ou présents dans le Liber mensurationum. Par exemple, le GeometricaFléronien
(éd. Heiberg 1912: 380 et encore 444) contient un probl2me oti la somme du diamétre,
de la périphérie et de l'aire d'un cercle est donnée; exactement le méme probléme se
trouve dans une tablette paléobabylonienne (éd. Friberg 1981: 61).

* Ed. Busard 1968: 88.

# En interprétation d'al-gabr, évidemment, il appartient au cas »trésor et nombre
égalent cHtés«. Il est remarquable, pourtant, que I'énoncé du probléme correspond
a la formule utilisée dans les textes paléobabyloniens, »aire enlevée de cftés:
nombre«. Non moins remarquable est le fait que la solution explicite aussi bien la
longueur (»les trois ctés«) que la largeur (le c6té) du rectangle inconnu.
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figure 6, avec HC égal & 4 et le rectangle HD égal donc aux quatre cotés.
Le carré inconnu est représenté par AD et le rectangle qui reste quand
I'aire du carré est enlevée des quatre ¢dtés est donc représenté par HB.
L'adjonction de 1 a 2 est représenté par 'adjonction de TB & NT; elle
donne NB (disons 4-x), et dans le casactuel (x = 1) donc 3 ou 3x, comme on
I'affirme dans le texte (Iidentification s’explique facilement si Von
suppose que l'argument a été fait & partir d'une figure & proportions
correctes). L’enlévement est représenté par I'enlévement de HM de NM
et le résultat HN identique au c6té.

En principe, I'»augmentation et lI'enlevement« (augmentatio et
diminutio) pourraient étre une référence au cas correspondant d’al-gabr,
quiest précisément celui o1 I'addition aussi bien que la soustraction peut
donner ¥inconnue, comme nous l'a déja expliqué al-Khwarizml. Mais si
Abn Bakr avait eu l'intention de nous notifier cela, il aurait probable-
ment dit que I'addition nous donne aussi une solution possible (x = 3), ou
du moins il aurait rejeté cette solution comme différente de celle qui est
recherchée®. Qui plus est, beaucoup d'autres problemes parmi ceux qui
traitent des rectangles ou des losanges (dont ceux correspondant au
»quatrieme cas« d’al-gabr »trésor et cotés égalent nombre«) peuvent aussi
étre résolus par »addition {donnant le c6té long ou la diagonale longue]
et soustraction [donnant le cbté court ocu la diagonale courtel« et
quelques-uns le disent directement (par exemple les numéros 57 et 58).
Dans le contexte du Liber mensurationum, il n'y a donc rien qui lie le
présent probleme spécifiguement a »augmentatio et diminutio« et il parait
plus probable que I'expression doit étre considérée comme opposée a
I'al-§abr de la phrase suivante. La méthode de découpage et d'as-
semblage géométrique naive semble étre désignée par un nom tradui-
sible comme »assemnblage et découpage«.

Si cela est bien le cas, il faut se demander quelle a été I'expression

%81 I'on s'en tient & la méthode géométrique, le probleme de la solution double ne
se pose pas; pour représenter géométriquementl'équation x - (2a-x) = b, il faut décider

d’avance si x<z ou x>, puisque les représentations géométriques des deux cas sont
différentes.
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correspondante arabe. Un candidat semble s’imposer: al-gam® wa'l-
tafriq*®. Plusieurs traités sur ce sujet non identifié ont été écrits (dont I'un
par al-Khwarizmi) jusqu’au commencement du dixidme sidcle, bien
qu'aucun d’eux n’ait survécu. Game vient du verbe gmma‘a dont le sens
originel semble étre »assembler, joindre« (concrétement); tafrig vient du
verbe faraqa, »séparer, diviser, découper«. L’expression, un peu énigmati-
que”, correspond donc bien a »assemblage et découpage« et pourrait
bien avoir été traduite par Gérard comme »augmentatio et diminutio.

Bien sy, cette identification reste hypothétique. Ce qui semble étre
bien établi, c’est qu'une tradition »d’algebre d’arpentage« de descen-
dance paléobabylonienne était encore vivante et connue a I'époque d'al-
Khwarizmi et d'ibn Turk et que cette fradition faisait usage de méthodes
correspondant précisément (I'utilisation de 1'alphabet comme nom des
entités géométriques mise a part) aux démonstrations géométriques
données par ces auteurs des algorithmes appartenant & al-gabr. Cest
donc avec bonne raison que nous avons proposé plus haut que ces
démonstrations étaient tout aussi traditionnelles qu‘al-gabr lui-méme. Ce
qu’al-Khwarizmi et ibn Turk ont fait n'est pas de réunir Val-gabr
traditionnel et les mathématiques rigoureuses grecques—Thabit ibn
Qurra 'a bien vu—mais de voir comment les différentes traditions

* Le Liber augmenti et diminutionis mentionné plus haut (note 8), en tout cas, n'a rien
a voir avec la présente méthode.

* La seule trace positive du contenu des traités a été trouveé par A. S. Saidan (1987
440): AbG Manstr al-Baghdadi a dit au comunencernent de I'onzidme sidcle qu'un
certain probleéme d’arithmétique pratique est mentionné dans le traité d’al-
Khwarizmi sur al-§am*® wa'l-tafrig; Saidan en conclut que les traités sur le sujet en
question semblent avoir consisté en, ou du moins comporté des »opérations
arithmétiques populaires appliquées & I'arithmétique de tous les jours, utilisant
probablement l'expression des nombres par les doigks et I'échelle de 60« (»folk
arithmetical problems as applied to everyday arithmetic, probably using finger-
reckoning and the scale of sixty«). Etant donné le caractere éclectique du traité d’al-
Khwarizmi sural-gabr, il semble pourtant bien risqué de reconstituer le contenu total
d’un traité perdu a partir d'une seule citation.
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»sous-scientifiques« pourrait étre synthétisées avec unrésultat beaucoup
plus apte & servir de base aux futurs développements que ne 1'étaient
'automatisme algorithmique sans preuves ou une technigue fondée
seulement sur la manipulation des figures, s'ils étaient pris chacun pour
soi.

Ceci laisse encore ouverte la question de Yorigine d'al-gabr. 11 est
d’usage de lui attribuer des racines babyloniennes et de proposer un
passage par I'Inde. Tant qu'on n’a pas prouvé (ou seulement trouvé)
une origine différente, il est évidemment difficile de réfuter I'hypothese
babylonienne; il faut savoir, pourtant, qu’elle se fonde premiérement sur
une interprétation purement numérique (et donc fausse!) de »'algébre
babylonienne« et deuxiémement sur le fait que les Babyloniens, comme
les »gens d’al-gabr«, ¢ intéressaient aux équations de deuxieme degré.
DY autre part, & tous les niveaux des détails, les deux disciplines different,
soit en ce qui concerne le choix des problemes-type préférés, soit dans les
formules employées, soit dans les méthodes, soit dans la conceptualisa-
tion des entités concernées. S'il y a eu une route menant de V'ancienne
Babylonie jusqu’a Val-gabr des praticiens pré-al-Khwarizmiens, ellea di
passer par bien d’autres contrées.

L'association indienne est mieux étayée. La métaphore »racine«
(jidlr) pour le nombre qui multiplié par lui-méme donne »le trésor« peut
nous paraitre naturelle, parce que nous l’avons empruntée nous-mémes
et que nous nous y somumnes accoutumés; mais dans l'interprétation
numérique que lui ont donnée les Arabes, elle est en fait inexplicable.
L’explication présuppose une interprétation géométrique, comme »ce
coté sur lequel un carré reste comme sur un pied«—et cette interpréta-
tion est bien attestée dans les mathématiques indiennes au moins depuis
Aryabhata. En plus, en sanscrit le mot milla signifie »base« et »fonde-
ment« aussi bien que »racine d’un arbre«®.

D'autre part, comme l'a déja observé Léon Rodet il y a plus d'un
siecle, il y a une différence frappante, aussi bien de niveau que d'ap-

* Voir Datta & Singh 1962: 1, 169f.
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proche, entre I'algébre de mathématiciens indiens comme Aryabhata et
Brahmagupta et al-gabr comme nous la rencontrons chez al-Khiwarizmi.
De toute évidence, les praticiens-calculateurs (et méme les astronomes)
arabes n’ont pas appris leur al-gabr chez ces maitres indiens. L'association
indienne s’expliquera plutét comme dépendance par rapport a une
tradition sous-scientifique qui a gussi inspiré les mathématiciens indiens
dans leur développement scientifique du sujet. Il est pour le moment
impossible de dire sil s’agit 1a d’une tradition d’origine indienne ou
venant, peut-étre, de Khwiarezm (le pays d’origine de la famille d’al-
Khwarizmi) ou d’'une autre région de 1'Asie centrale. Des réponses
pourraient peut-étre éire trouvées au moyen d’analyses philologiques
précises des sources indiennes.

Moins d'un siécle aprés la mort d'al-Khwarizmi, I'existence d’une
tradition d’al-gabr plus vieille que lui semble avoir été oubliée. En ce qui
concerneI'existence d’une »algébre d’arpentage«indépendante d'al-gabr,
la situation n’a pas été bien différente. Aprés le milieu du dixiéme sizcle,
les traités sur al-gam* wa'l-tafrig ne s’'écrivaient plus. Dans I'Espagne
lointaine, une copie du traité d’Abna Bakr a encore pu &tre trouvée au
douziéme sizcle”; Savasorda, écrivant au début du méme siécle, conser-
ve aussi quelques traces d’une »algébre« aberrante dans son Recueil sur
Varpentage®, comme le fait encore Léonard de Pise dans sa Geornetria
practica. Dans les deux cas, pourtant, la synthése avec Euclide et avec la
tradition post-al-Khwarizmienne est déja si mére que seule la connais-
sance du traité d’Abh Bakr nous permet de déceler ces traces. Gréce a
Gérard de Crémone, »l'algébre d’arpentage« fut transmise au Moyen-
Age latin, mais sans cette technique géométrique qui était son plus

¥ Une copie assez corrompue, il faut le dire. Il n'y a pas que la présence des »voicic
sans figures 4 voir et le mélange des différents systémes numériques mentionnés en
note 17. Parmi les autres signes de corruption textuelle on trouve, par exemple, des
références »au précédent« qui en fait renvoient 4 des problémes venant plus tard.

* Edition de la traduction latine faite par Platon de Tivoli avec traduction allemande
dans Curtze 1902,
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fécond aspect. Celle-1a n’a été transmise qu’avec l'algébre d'al-Khwariz-
mi, en forme rudimentaire, bien str, mais déja accommodée au gott
grécisant. Si, en fin de compte, elle va jouer un réle durant la renaissance
(ce qui est bien probable en ce qui concerne Cardan, mais qui vaut peut-
étre aussi pour Vigte), ¢’est grace au travail de synthése d’al-Khwarizmi.
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