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I. Indledning

Det folgende danske resume af de indleverede arbejder falder i to dele.
Forste del er en oversigt, der placerer arbejderne inden for hovedgrupper
og beskriver indhold og resultater af hvert enkelt i hovedtraek. Anden del
tager udgangspunkt i en bestemt matematisk opgave (»jeg har lagt de fire
sider og arealet af et kvadrat sammen, og resultatet var ...«), der dukker
op for farste gang i en kileskrifttekst fra det tidlige andet artusinde og for
vistnok sidste i Luca Paciolis Summa de arithmetica (1494). Opgavens historie,
og hvad der kan udledes af kilderne om de traditioner der har baret den
i 3500 ar, bruges til at give et samlet billede af de udviklinger der fremstar
I brudt form i fgrste del og i de indleverede arbejder.

Da de indleverede arbejder er resultatet af en arraekkes arbejde og er
blevet udgivet lgbende — de &ldste blev feerdigformuleret og til dels
publiceret i 1986/87 —siger det sig selv at jeg i skrivende stund (juni 1993)
ser perspektiver i dette forlgb som enten ikke fremgar eller kun fremstar
som hypoteser i de oprindelige arbejder. Da de er skrevet med henblik
pa offentliggarelse i uforbundne og vidt forskellige sammenhange,
rekapitulerer de forskellige arbejder ogsa hinandens resultater pa en made
der fremkalder en del gentagelser. Anden dels beretning tjener derfor ogsa
til at give en strammere formulering til det samlede forehavende og til de
perspektiver jeg nu ser.

| en kategorisering som jeg finder misvisende repraesenterer de
indleverede arbejder isar den »internalistiske« side af mit matematik-
historiske arbejde, og der er kun et begraenset overlap ([G], [1] og [N]) med
en opsamling af mine publikationer om »matematikkens kulturhistorie«
som for tiden er under udgivelse. At der trods alt er et overlap belyser mine
grunde til at finde kategoriseringen vildledende. Bade »internalisme« og
»eksternalisme« er dybest set pastande om kausalitet. Den farste skulle
udsige at drivkraften bag videnskabelig udvikling er tidligere videnskabe-
lige udviklinger — nye spgrgsmal der rejser sig af gamle lgsninger, nye



teknikker og deres muligheder, o.s.v. Den anden skulle haevde at drivkreaef-
terne findes uden for videnskabens egen verden™. Men som det er blevet
sagt ironisk om udsagnet at menneskers intelligens til x% skulle veere
bestemt ved miljget og til 100—x% af generne: Betyder det at det menneske
der fades uden gener kan forventes at fa en intelligenskvotient pa x og
den der vokser op uden miljg kan forventes at fa intelligenskvotienten
100—x?

Jeg har ved forskellige lejligheder®” formuleret hovedlinien i mit
arbejde som »den fgr-moderne matematiks antropologi«, og i den for-
bindelse ved »antropologi« taenkt pa kulturantropologi. Det betyder for
det farste at jeg seger at forstd aktiviteten udvikling og videregivelse af
matematisk viden bade i sig selv og i sin indre sammenhang og som den
giver mening inden for en bredere kultur eller i forhold til en professions
(f. eks. matematiske praktikeres) samlede virksomhed. For det andet at
jeg, ogsad nar jeg forsgger at nerme mig en kilde med filologisk og
grammatisk pracision, har en tilbgjelighed til at benytte den som an-
tropologen bruger sin meddeler: Som kilde til viden om en hel praksis og
ikke primart som det unikum den naturligvis ogsa er, altsa som et spejl
hvori sedvaner, normer og teenkemader med bredere gyldighed kan
afleeses. For det tredie at jeg har en svaghed for tveerkulturelle sammen-
ligninger.

En sadan tilgang er primeaert synkron, og problemstillingen i en del af
de indleverede arbejder er da ogsa synkron af karakter. Andre har som
emne den diakroni der er synkroniens dialektiske modstykke, og ser pa
hvorledes en given struktur selv er med til at spraenge sine rammer og
frembringe en anden struktur (dette er f. eks. et tema i [N]). Ganske mange
er imidlertid diakrone i en anden forstand, og undersgger traditioners

'Begge karakteriseringer formuleres i konditionalis, for begge er karikaturer,
mestendels modstanderes. En helt anden sag er at den enkelte undersggelse kan
ga efter et bestemt eller nogle serlige led i en kompleks sammenhang; det gar alle
der skriver videnskabshistorie, og det kan ikke undgas. Sddanne led kan vere
»eksterne« eller »interne«. Men det er sveert at finde nogen serigs videnskabshisto-
riker der ikke vil indremme at ogsa andre forhold spiller ind end dem han selv
koncentrerer sig om.

2 Ferste gang vistnok i [Hgyrup 1980: 9f].



fortseettelse og transformation over lange tidsspand. Dette tema er blevet
mig patvunget af kilderne, meget mod min forventning og - for sa vidt
det nok er inciterende at opdage at man har taget fejl og far en uventet
lejlighed til at teenke sig om igen, men trods alt ogsa er et besvaer — til dels
mod min vilje. Min umiddelbare fordom er den anti-diffusionistiske,
strukturfunktionalistisk farvede overbevisning at menneskelige samfund
nar de stilles over for analoge problemer og i gvrigt har analoge forud-
saetninger har gode chancer for at finde pa analoge lgsninger. De grunde
der har faet mig til at opgive fordommen i hvert fald nar det geelder
bestemte matematiske traditioner fremgar af det fglgende.
Kulturantropologien har implikationer for den filosofiske antropologi
(uanset at filosofiske antropologier ikke altid tager udfordringen op), og
den anvendte antropologi forsager at traekke pa dens indsigter for at undga
de veerste fejltagelser under planlagte moderniseringsprocesser. Pa samme
made har »matematikkens antropologi« implikationer bade for matematik-
kens filosofi og dens didaktik. Specielt ville problemet anskuelighed versus
formalisme (metamatematisk savel som didaktisk) kunne belyses af den
naiv-geometriske tolkning af den babyloniske »algebra«, mens matematiske
teoridannelsers forhold til et underlag i praksis illustreres af det aspekt
af mit arbejde der udger hovedlinien i Del 2 af dette sammendrag. Inden
for de fremlagte arbejder behandles sddanne mulige konsekvenser dog ikke.

Udgangspunktet for det projekt jeg fremlaegger (som kun a posteriori
er et projekt, og kun takket veere udveelgelse af et passende udsnit af mine
arbejder fra de sidste ti &r®®!) er en undersggelse af den oldbabyloniske
skriverskolealgebra. Den interesserede mig allerede for 12-15 ar siden fra
et videnssociologisk synspunkt: En ting er at skolen i dette arhundrede
underviser i andengradsligninger uden at leererne er i stand til at give en
forklaring pa hvorfor — men hvordan kan det veere at de ogsa gjorde det
I bronzealderen? Jeg kendte dengang kun teksterne i oversettelse, og
accepterede pa det grundlag Thureau-Dangins tolkning af dem som retorisk

*Selv efter denne udvelgelse kan det muligvis vaere sveert at se at der skulle veere
tale om lige preecis ét projekt — bl. a. fordi (med Kai Friis-Mgllers ord) »alting
minder mig sldende om alt muligt andet«, og fordi jeg maske lidt for tit forsgger
at fa laeseren til at dele mine associationer.



algebra. Det var et spgrgsmal om mine grunde, stillet af Peter Damerow
efter et foredrag i Berlin i1 1982, der fgrte mig til opdagelsen af at grunden
gyngede under denne gaengse tolkning og fik mig til at ga i gang med
teksterne pa originalsproget. Jeg gjorde derved den erfaring som Léon
Rodet engang opsummerede i aforismen at »hvis man vil studere en
videnskabs historie, ganske som hvis man gnsker at opna noget, skal man
hellere bede til den gode Gud end til hans helgener». Slutresultatet blev
den laesning som »naiv geometri« der praesenteres i [A]-[E], og som ligger
under mange af de gvrige arbejder.

Neugebauer [1936: 250] mente at den geometriske teori og teknik hvis
grundlag fremlaegges i bog Il af Euklids Elementer opstod som konsekvens
af opdagelsen af irrationaliteten. Den skulle det vaere som ngdvendiggjorde
en geometrisk oversaettelse af de resultater den babyloniske algebra havde
opnaet pa numerisk grundlag. Farst omkring 1970 pabegyndte en raekke
matematikhistorikere et opger med denne idé om oversattelse fra numerisk
algebra til geometri — forst og fremmest Arpad Szab6 [1969: 455ff] og
Sabetai Unguru [1975, 1981]. Efter min geometriske gentolkning af den
babyloniske algebra havde det derfor ligget lige for om jeg havde taget
spagrgsmalet om en babylonisk inspiration for den graeske »geometriske
algebra« op til ny vurdering. Det var dog ikke en sadan systematisk
overvejelse men en ny tilfaeldighed der fik mig til at ggre dette emne til
genstand for en samlet undersggelse: en laesning i [Szabd 1969] der var
ment som afkobling fra det babyloniske men som fik mig til at opdage
at den tilsyneladende dobbelthed i den graeske matematiske term d0vapig
(snart kvadrat, snart kvadratrod) var en pracis analogi til strukturen i et
af den babyloniske »algebras« ngglebegreber (mithartum, et kvadrat der
identificeres ved og derfor tendentielt med sin side, som vores kvadrat og
det graeske tetpdywvov identificeres ved og derfor ogsa ultimativt med
arealet). En samlet undersggelse af d0vauig-termens forekomst i matemati-
ske tekster og tekstsammenhange (publiceret i [H]) syntes at vise at en
algebraisk teknik af babylonisk afstamning var kendt pa Platons tid, faktisk
ligger under den »metriske« geometri fra Elementer Il, og stadig spgger
hos Diophant.

Den tredie baerende bjeelke i projektet, ligeveerdig med gentolkningen
af den babyloniske algebra og nok sa vigtig som forbindelsen til den greeske



geometri, er mit arbejde med det jeg er endt med at kalde »subvidenskabe-
lige matematik«, efter i tidligere sammenhaenge fgrst at have talt om
»folkelige« og siden om »mundtlige« traditioner. Det var undersggelser
af den islamiske matematiks seeregenhed som syntese af teoretiker- og
praktikertraditioner (i sidste ende publiceret i [N]) der overbeviste mig om
ngdvendigheden af et seerligt begreb for de ikke-leerde specialistpro-
fessioners viden som ikke blot forstod den som »praktisk« eller »anvendt«
viden. Da den traditionelle matematikhistoriografis kategori »underhold-
ningsopgaver« viser sig at veere tet knyttet til de subvidenskabelige
traditioner og at kunne fungere som »ledeforsteninger«, gav begrebet mig
mulighed for at treekke pa det store arbejde som ikke mindst tyske
matematikhistorikere har lagt i at spore og klassificere underholdningsop-
gaverne (senest opsummeret i [Tropfke/Vogel 1980]).

I de gengse tolkninger af den fgr-moderne matematiks historie har
der veeret en udtalt tendens til a se de skriftlige kilder eller i det mindste
de leerde traditioner som bzerere af alt hvad der er at vide — hvis varianter
af »hestekabsopgaven« [J: 12] findes bade i de kinesiske Ni kapitler og hos
Diophant, ma enten Diophant have lzrt af de kinesiske matematikere eller
disse af ukendte forlgbere for Diophant inden for den graeske viden-
skabelige tradition, og underholdningsopgaven ma vere opstaet som
ikleedning af Diophants rene talopgave. Pa det punkt tillader formodningen
om eksistensen af »subvidenskabelige« traditioner en anden tilgang: Hvis
opgaver som hestekgbet har veeret baret af specialister —f. eks. af karavane-
vejenes handelsfolk — sa har deres materiale veeret organiseret nok til at
kunne tjene til inspiration for leerde matematikere i bade Kina og den
hellenistiske verden. Platons henvisning til opgaven i Staten 333b—c, i en
sammenhang hvor der er tale om at henvende sig til specialister, synes
at veere en smuk bekreeftelse.

To arbejder har de subvidenskabelige traditioner som hovedemne: [l],
der er en almen diskussion, og [J], der relaterer dem til den graesk-romerske
antik. [K] falder lidt ved siden af, som undersggelse af en bestemt
sprogbrug for brgker, der synes at have haft egentlig folkelig anvendelse
i det hamito-semitiske sprogomrade, mens de spor af sdvanen der findes
i den graesk-romerske og karolingiske kulturkreds synes at pege pa
tilknytning til egentlige subvidenskabelige traditioner.



Den fjerde bjaelke udgares af det jeg har kaldt »landmaler-algebraen.
Ogsa den faldt jeg over da jeg ledte efter noget andet og blev slaet af
overensstemmelsen —ikke blot i matematisk indhold men ogsa i grammatik
og diskursiv struktur — mellem Abu Bakrs Liber mensurationum og den
oldbabyloniske algebra. Opdagelsen af at den oldbabyloniske naiv-
geometriske teknik tilsyneladende stadig var levende i den tidlige islamiske
epoke tillod mig at foretage en ny tolkning af den islamiske algebras
opstaen — nemlig at den fremkom som syntese af to adskilte subviden-
skabelige teknikker inspireret af den graeske matematiks krav om stringens
og koharens. Sammenligningen mellem Abu Bakrs landmaler-algebra og
den oldbabyloniske »algebra« er emnet for [L], mens [M] er en ngjere
analyse af al-Khwarizmis Algebra. Som jeg skal vise i anden del af dette
essay synes opdagelsen ogsa at kaste et uventet lys over den oldbabyloniske
skriveralgebras rgdder.

Den femte bjelke — undersggelsen af den islamiske kulturs syntese
mellem teoretisk viden og praktikerviden (fremlagt i [N]) — beerer ikke
andet inden for projektet end sig selv. Den er medtaget fordi den knytter
forbindelsen mellem den fgr-moderne struktur — hvor »videnskabelig« og
»subvidenskabelig« matematik havde ringe indbyrdes forbindelse — og den
moderne verdens situation som nok er mindre klar end begrebet »anvendt
videnskab« foregggler os, men som i hvert fald er anderledes.

Da projektet i sit forsgg pa syntese forholder sig til problemer af mange
slags er det ikke garligt i fa ord at opsummere de anvendte metodiske
principper; de ma ngdvendigvis blive forskellige nar det drejer sig om at
fortolke en terminologi, om at efterprgve en traditions afhangighed af en
anden, og om at uddrage en generel tankeform fra et antal tekster og
relatere den til den kulturelle og institutionelle ramme inden for hvilken
teksterne er opstaet. Metodeovervejelser ma derfor findes i den enkelte
arbejder, hvor de er relevante. Nogle samlende ledetrade kan jeg dog
treekke op her:

For det farste: Al den matematik der traeekkes pa er uhyre elementzr.
For sa vidt der rgres ved emner som jeg ikke selv havde leert om far jeg
forlod mellemskolen er det ting jeg heller ikke har hgrt om under min
gymnasie- eller universitetsuddannelse i faget men har mattet leere mig
under arbejdet med de historiske kilder.



For det andet: Snarere end den matematikstuderendes laesning af sin
lerebog eller matematikerens af en kollegas publikationer ligner min tilgang
til de matematiske tekster en matematiklarers laesning, nar han ud fra
formuleringen af en opgavebesvarelse forsgger at dechifrere den under-
liggende tankegang for at kunne gare de fejltagelser besvarelsen matte
indeholde didaktisk produktive. Den szrlige form for hermeneutik der
er tale om har jeg i farste omgang tilegnet mig som regne- og matematik-
leerer pa diverse niveauer mellem folkeskole og ingenigruddannelse.

For det tredie, og i forleengelse af det foregadende punkt: Mange af mine
argumenter og resultater bygger pa opmaerksomhed pa detaljer i teksterne
fra den grazone mellem matematikhistorie og filologi som hverken filologer
eller matematikhistorikere har viet nogen opmarksomhed. Som sagt af
en agyptolog med hgj lingvistisk kompetence og godt kendskab til
gkonomisk papyri hvor en bestemt numerisk terminologi muligvis kunne
forekomme: Han kunne ikke huske nogensinde at have set den brugt. Men
han var ogsa sikker pa at hvis han havde set den ville han ikke have
bemaerket denl®,

For det fjerde den skjulte premis for mine videnssociologiske over-
vejelser: Menneskers tenkning praeges af deres livsomstendigheder, af
den kultur og de institutioner de er del af — men farst og fremmest ved
at de teenker igennem begreber der handler om og er udformet af den
praksis som liv under disse omstendigheder udggr, og ved at de selv-
folgelig forholder sig til og handler i forhold til netop disse og ikke alle
mulige andre omstandigheder. Derved skabes og formes ogsa kulturelle
mgnstre og institutioner, og dermed integreres traditioner under stadig
omstgbning i en lgbende praksis.

For det femte: Tingene er altid mere indviklede end som sa. Deraf min
keerlighed til fodnoter. Men ligesom typografisk fornuft og mig bekendte
tekstbehandlingsprogrammer forbyder fodnoter til fodnoter, ma ogsa
enhver fremstilling standse pa et vist punkt og ngjes med at antyde hvor
der kan tenkes videre ved en anden lejlighed. Det princip har jeg ogsa
fulgt i de indleverede arbejder, hvoraf nogle af samme grund genoptager,

*[Paul John Frandsen, privat samtale]. Matematikhistorikere i snesevis har bevisligt
set udtryksmaden, men heller ikke de har bemaerket den.



nyvurderer og udvider problemer som er blevet bergrt kort eller antydet
I andre, tidligere skrevne (ikke altid tidligere publicerede) arbejder.

Jeg er tak skyldig i mange retninger for hjaelp og inspiration. Fgrst af
alle vil jeg gerne naevne staben ved Roskilde Universitetsbiblioteks fjernlan.
Takket veere deres altid samarbejdsvillige og altid kompetente statte har
jeg kunnet arbejde som om jeg havde alle fagdiscipliners institutbiblioteker
til radighed pa et universitet hvis eget bibliotek med ngdvendighed var
anderledes orienteret.

Blandt kolleger vil jeg farst og fremmest naevne de faste deltagere i
de Berlin-baserede Workshops on Concept Development in Mesopotamian
Mathematics — Peter Damerow, Robert Englund, Joran Friberg, Hermann
Hunger, Wolfgang Lefevre, Hans Nissen, Joachim Oelsner, Marvin Powell,
Johannes Renger, Jim Ritter, Arpad Szabo og Sabetai Unguru, samt afdgde
Kilian Butz og Kurt VVogel — og Bendt Alster, Mogens Trolle Larsen og Aage
Westenholz fra Carsten Niebuhr Instituttet, Kgbenhavns Universitet. De
kolleger der ikke blot har fundet sig i at jeg kom traskende ind i deres
fagomrader i amatgrens treesko men har taget mig alvorligt nok til at
fortjene opmuntring og konkret kritik er for talrige til at jeg ter naevne
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Del 1
Oversigt over de indleverede
arbejder






I1. Babylonisk matematik

Inden for dette omrade falder syv af de fjorten indleverede arbejder.
[A], “Algebra and Naive Geometry”, er hovedstykket, en monografi der
beskriver de centrale problemer og metoder i min nytolkning af de
»algebraiske« tekster, og gennemgar en raekke af teksterne i filologisk
detalje. [B], “Zur Frihgeschichte algebraischer Denkweisen, er en op-
summering af resultaterne fra [A], illustreret ved anvendelse pa nogle fa
tekster; samtidig indeholder den en detaljeret diskussion af i hvilken
forstand den babyloniske »algebra« virkelig er en algebra. [C], “The Babylon-
lan Cellar Text BM 8200+VAT6599”, er en nyoversattelse og analyse af
en enkelt leengere tekst, nemlig den hvorfra den oldbabyloniske behandling
af »trediegradsligninger« kendes. [D], “Mathematical Susa Texts VII and
VIII”, er en tilsvarende nyoversattelse (baseret pa en revideret trans-
litteration) og analyse af to atypiske tekster fra Susa, mens [E], “Subtractive
operations”, er en gennemgang af samtlige forekommende subtraktive
termer og en analyse af deres brug. [F], “Remarkable numbers”, er en
undersggelse af hvilke tal der besidder en serlig status i de matematiske
tekster.

Alle disse artikler er »internt« orienterede (jfr. note 1). [G], “Mathematics
and Early State Formation”, udger det »eksterne« komplement. Den
undersgger den mesopotamiske matematiks skiftende karakter i samspil
med statsdannelses- og statsudviklingsprocessen og det »matematikbarende
lags« skiftende rolle og struktur.

A: “Algebra and Naive Geometry. An Investigation of Some Basic Aspects
of Old Babylonian Mathematical Thought”

Udgangspunktet for undersggelsen er to banale iagttagelser. Den farste
er at et andengradsproblem og dets Igsning kan repraesenteres bade
aritmetisk og geometrisk; den anden er at den vedtagne aritmetiske
tolkning af de babyloniske tekster bygger pa cirkelslutninger.

Med et eksempel: En ligning x*+10x=39 vil vi fortolke som et udsagn
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om tal: Et ukendt tal x oplgftet til anden potens giver, nar der til det
adderes 10 gange tallet selv, 39. Adderer vi 25 pa begge sider af ligheds-
tegnet, far vi at kvadratet pa summen af tallet og 5 er lig med kvadratet
pa 8, 0.s.V.

| al-Khwarizmis Algebra bevises fremgangs-
madens rigtighed i en geometrisk repraesentation x bx
(se Figur 1): »Formuen« (vort x?) repraesenteres
ved et kvadrat, hvis side er »roden«® (x). 10x
repraesenteres ved to rektangler med sider 5 og
x. Det samlede skyggede areal, der organiseres
som en gnomom, bliver dermed 39. Denne
gnomon kompletteres som kvadrat ved tilfgjelse
af et kvadrat!® 5x5, hvorved det samlede areal Figur 1. Den geometriske
af det store kvadrat bliver 64, og dets side altsa ;Sfige;:g;aﬁon af ligningen
8. Da gnomonbenet er 5, resterer der 3 til siden
af det lille kvadrat.

Pa dette grundlag indfarer artiklen en dobbelt skelnen: Pa den ene side
mellem en geometrisk og en aritmetisk grundlaeeggende konceptualisering,
pa den anden mellem en geometrisk og en aritmetisk metode. Den moderne
metode er i denne forstand aritmetisk — de operationer vi foretager med
vores X begrundes ud fra aritmetikkens regler. Ogsa vores grundkon-
ceptualisering er aritmetisk: Algebraisk metode bruges til at lgse problemer
om mange slags starrelser, men vi reprasenterer dem ved noget som vi
opfatter som talrepraesentanter.

Al-Khwarizmis metode i det gennemgéaede bevis er geometrisk; men
han opfatter de manipulerede figurer som repraesentanter for de tal der

5X 25

> Det skal bemeerkes at den fundamentale ubekendte for al-Khwarizmi er formuen.
»Roden« er ikke »ligningens rod«, for det begreb opstar ferst senere, netop under
indflydelse af al-Khwarizmr; det er, som teksten siger utvetydigt gang pa gang,
formuens [kvadrat]rod — jfr. [Ruska 1917: 63-66]. Strengt taget burde al-Khwarizmis
problem altsd oversettes Y+10vVY = 39. Oversattelsen x*+10x = 39 svarer ikke til
al-Khwarizmis egen opfattelse men til den senere middelalders (og den senere
matematikhistories) leesning af hans tekst.

® Jeg skal overalt bruge multiplikationstegnet »x« hvor »multiplikationen« star for
en rektangelkonstruktion.
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er emnet for hans algebra (det argumenteres der ngjere for i [L: 87].

Langt de fleste af den oldbabyloniske »algebras« problemer handler
om kvadrater og rektangler, og man kunne derfor have forventet at
udgangshypotesen for den moderne fortolkning havde veret at i det
mindste grundkonceptualiseringen havde veaeret geometrisk (det er dog
kun van der Waerden [1962: 71f] der kommer | n&erheden af en skelnen
mellem begrebsliggarelse og metode). | stedet blev det historiske forlgb
betinget af vor moderne aritmetiske opfattelse, og det blev fra det tidspunkt
hvor den babyloniske algebra blev opdaget taget for givet at et »kvadrat«
kun kunne veere en metafor for en anden potens, og et rektangel kun for
et produkt mellem to tal. Dermed gav ogsa fortolkningen af de matematiske
termer sig: En operation der af tallene 5 og 6 frembringer 11 kan ikke i
nogen naturlig aritmetisk fortolkning blive andet end en addition, og en
operation hvis resultat er 30 ma vaere en multiplikation; da der kun findes
én aritmetisk addition, ma alle termer for operationer der frembringer 11
veaere synonymer. Derved bekraeftes den aritmetiske laesning af teksterne —
men desveerre i en cirkelslutning.

En anden mulig tolkning er at teksterne skal tages pa ordet, og at
kvadrater og sider faktisk er ment som geometriske starrelser der besidder
et kendt eller ukendt maltal. Gar man ud fra denne hypotese bliver ogsa
operationerne geometriske; den operation der af (en linie med leengde) 5
og (en linie med lengde) 6 frembringer 11 kan sa veare en konkret
sammenfgjning af de to — men ogsa med dette udgangspunkt bliver der
tale om en cirkelslutning sa laenge tolkningen begraenser sig til at se pa
termernes isolerede forekomst i de enkelte tekststeder.

Man kommer kun uden om cirkelslutningerne ved at have sig over
de isolerede operationers niveau. Det kan gares dels ved at man ser pa
de samlede forekomster af (f. eks.) en bestemt additiv term over for det
samlede spaend af additive situationer hvor der i stedet bruges andre
termer. Ved denne form for »strukturel semantik« kan man afslgre at
tilfgjelsen af det kvadratiske komplement uden undtagelse foregar ved
operationen »tilfgje« (akkadisk wasabum, sumerisk dah), mens pa den
anden side addition af starrelser af forskellig dimension (areal og leengde,
volumen og areal) foretages ved operationen »at ophobe« (kamarum /
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gar-gar / UL.GAR). Den farste kan derfor veere en konkret sammen-
fajning, men kan abenbart ikke bruges om en aritmetisk addition af maltal,
denne funktion kan det andet derimod have®.

Man kan ogsa naerme sig teksternes diskursive organisering og foretage
narlaesning af de tekstsammenhange hvor de enkelte termer forekommer.
| sig selv rummer denne nerlesning faren for en selvbekraeftende
»indfgling« i teksten, og det er derfor vigtigt at den holdes i tamme af den
strukturelle ordning. Som baggrund for dissekeringen af en raekke
enkelttekster rummer pp. 45-69 derfor en indledende gennemgang af den
strukturelt-semantiske undersggelses resultater og en skematisk oversigt
over vokabularet og de »standardoversettelser« jeg bruger i det falgende
for sa vidt ggrligt at kunne udarbejde oversattelser der svarer til original-
teksterne i begrebslig og diskursiv struktur (»konforme oversattelser«).

Det viser sig at de to allerede omtalte additive operationer holdes skarpt
adskilt og altsa ikke kan veere synonymer. Den ene (»tilfgjelse«) kan siges
at bevare identiteten af den starrelse hvortil noget fgjes®™:; den anden
frembringer en ophobning der hverken er identisk med den ene eller den

" Akkadiske termer skrives med kursiv, sumeriske med spaerret skrift. KAPITALER
bruges til skrivning af tegn-navne hvor den fonetiske veerdi af tegnet i den aktuelle
sammenhang er ukendt. Jeg har overalt valgt danske oversattelser hvis daglig-
sproglige konnotationer stemmer sd godt overens med originaltermernes som
gerligt.

® Neugebauer og Thureau-Dangin, de »store« udgivere af de babyloniske tekster,
ma have haft en udtalt intuitiv fornemmelse af dette forhold. Jeg kender ikke en
eneste rekonstruktion af en beskadiget tekstpassage hvor en af dem har forsyndet
sig mod de regler der gelder for de bevarede tekststeder. Begge skelner ogsa i
oversattelserne mellem »addition« og »tilfgjelse«. At de begge er overbevist om
at der blot er tale om to synonymer og ikke bemeaerker at kun én af operationerne
kan bruges om de konkret meningslgse additioner (som ellers har veeret et af de
mest diskuterede seertreek ved den babyloniske algebra og det eneste positive
argument imod den geometriske tolkning) viser i hvor hgj grad den aritmetiske
lesning blev anset for den eneste mulige.

9 Det viser sig bl. a. ved at addendernes orden ikke er ligegyldig. Hvis den ene
starrelse flyttes under den geometriske manipulation (se nedenfor) og den anden
bliver liggende er det altid den flyttede der fgjes til den fastliggende, aldrig
omvendt. Hvis begge bliver liggende er der ingen faste regler men kun sedvaner
inden for enkelte tekstgrupper.
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anden addend (og derfor ogsa har dette sarligt navn). Ligeledes skelnes
der mellem to forskellige subtraktive operationer, hvoraf den ene sammen-
ligner og den anden river et stykke ud; den sidste er identitetsbevarende,
mens den fgrste af gode grunde ikke kan veere det. Forholdet mellem de
to er dog ikke som mellem de to additioner (det undersgges ngjere i [E]).

Multiplikationer findes der fire afl!®. Den farste er »at lgfte« a til b,
der bruges hvor en konkret stgrrelse udregnes ved multiplikation; mens
[A] kun fremseetter hypoteser om termens etymologi, argumenterer [C]
for at dens oprindelse skal sgges i volumenberegninger hvor basis a »lgftes«
fra standardhgjden 1 til den faktiske hgjde b. Den anden er »at lade a og
b udspaendex, d.v.s. at konstruere et rektangel med siderne a og b; i enkelte
tilfaelde falger der en separat angivelse af at arealet udregnes, men normalt
er denne udregning implicit i frembringelsen af rektanglet (i symbolske
omskrivninger gengiver jeg den som sagt med »x«). Den tredie er »at
gentage a indtil n«; den betegner en konkret gentagelse af a (f. eks. et
liniestykke eller et kvadrat) n gange (i eksisterende tekster er n altid hel,
og altid overskuelig, d.v.s. mindre end 10). Den fjerde (»a trin af b«) er
multiplikationstabellernes faste term; man kan bemarke at den under-
liggende idé er den samme som i dansk »gange«.

Felter i sleegt med udspaendingsmultiplikation er kvadrering, d.v.s.
frembringelse af et geometrisk kvadrat, og kvadratrodsuddragning, d.v.s.
udfinding af hvad siden bliver hvis et areal udlaegges som kvadrat. Der
er tale om to sprogligt adskilte processer (sa vidt endda at kvadratrodsud-
dragningen betegnes med et sumerisk udtryk, der i sene tekster dukker
op som akkadisk laneord, mens grundtermen for kvadratfrembringelsen
er akkadisk). Begge bygger imidlertid pa ideen om »lighed« eller »(ligeveer-
digt) modstykke«.

Division findes som bekendt ikke som operation i babylonisk matematik.
Derimod findes operationen at »udskille den reciprokke«, d.v.s. til n at
finde tallet 7. Den samlede analyse af mange tekster viser at der ikke findes
nogen fast terminologisk distinktion mellem »at finde den n’te del« af en

“Som det fremgar af D bruger Susa-teksterne endda en femte (»at gé«), der dog
fungerer som sammenknytning mellem den konkrete operation »at gentage« og
multiplikationstabellernes »trin af«.
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starrelse og »at finde tallet Z«. Den viser imidlertid ogsa (hvad der mig
bekendt er nyt) at de to begreber har veeret klart adskilt — maden at gare
det pa veksler, men mange tekster har en strategi til at holde de to
terminologisk adskKilt.

Halvering i almindelighed er ikke nogen seaerskilt proces; der er intet
i vejen for at finde halvdelen af 5°24" ved at udskille den reciprokke af
2 som 30" og derefter »lgfte« 5°24” til 30". Men i tilfaelde hvor der skal
findes en »naturlig« eller »ngdvendig« halvdel (radius fra en cirkeldiameter,
det halve antal sider ved et problem som i Figur 1, gennemsnittet af de
to parallelle sider nar et trapezareal skal beregnes) bruges en szrlig
operation »at braeekke«, og de resulterende halvdele betegnes med en szrlig
term.

Ud over disse navne for matematiske operationer gennemgar det
pagaeldende afsnit betegnelserne for de »variable« i standardrepraesentatio-
nen (kvadratsiden mithartum, der som naevnt ogsa star for selve den
kvadratiske konfiguration; leengde og bredde af et rektangel), samt de
strategier der bruges for at skelne oprindelige fra substituerede ubekendte
(f. eks. »sand« og »falsk«); samt de termer der bruges for at strukturere
teksternes forlgb — maden hvorpa resultater angives, adskillelsen af
problemformulering og metodeforklaring, teknikken for citater fra
problemformuleringen brugt som begrundelse for beregningstrin, vendinger



samme type som al-Khwarizmis ovennavnte.
(Maltallene for) et kvadratisk areal og siden »op-
hobes«, med resultat 45" (=%,). Vi har altsa at gare
med noget der uden anakronisme kan karakteriseres
som en ligning (om der ogsa er tale om »algebra« :
er et spargsmal der behandles pa pp. 332-34, jfr. /
nedenfor, og igen i [B]). Til brug for den geometri-
ske repraesentation »seettes« et »fremspring 1«
(kraftigt optrukket i Figur 2, gverste konfigura-
tion)*?; det rektangel der udspaendes af frem-
springet og kvadratsiden har dermed et areal lig
med siden, og rektanglet sammen med kvadratet
altsa et areal 45". | naeste trin breekkes halvparten
af fremspringet, og de to halvparter placeres sa de
udspaender et kvadrat pa 30"x30" = 15", der »fajes |,
til« de 45°. Resultatet er 1, arealet af den komplet- \

terede gnomon, »som gar 1 ligesidet« — d.v.s.,, 1

udlagt som kvadrat har siden 1. Dette er den kraftigt  Figur 2. Klippe-klistre-
optrukne punkterede side af det kompletterede %ggid:;ef fra BM
kvadrat. Nar »de 30" der udspaendte rives ud, d.v.s.

nar gnomonbenet fjernes, bliver der 30" tilbage til

den oprindelige kvadratside.

Teksten indeholder ingen begrundelser for de anvendte procedurers
korrekthed, men korrektheden er pa den anden side hele tiden intuitivt
indlysende, precis som nar vi lgser den tilsvarende ligning x*+x = 45" i
tilsvarende trin. Dette er grunden til at jeg har valgt at tale om en »naiv«
geometrisk metode. Det er klart (og klarere nar man ser pa den fleksible
anvendelse af metoderne der tillader lgsning af mangfoldige problemer
med hjeelp af genveje der er tilpasset de enkelte problemer — jfr. gennem-
gangen af AO 8862 nr. 1, s. 23) at der ikke er tale om anvendelse af en blind
algoritme uden bagvedliggende forstaelse.

Opgaver som denne kan lgses ved rene »klippe-klistre« metoder. Det

2 Hvorfor der optraeder et tal 1 som »rager frem« har selvfglgelig altid veeret
uforklarligt for den aritmetiske tolkning.
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samme gelder ikke for ikke-normaliserede problemer, f. eks. i problem
nr. 3 fra samme tavle, der i symbolsk oversettelse efter reduktion bliver
til 40"x*+20"x = 20". | s&danne tilfaelde »lgftes« der (her med en faktor 40°),
s& problemet bliver til (40'x)*+20"-(40°x) = 40"-20°, alts& et problem af
samme type som nr. 1. Allerede Kurt Vogel [1936: 714] papegede at dette
ogsa er Diophants metode, mens al-Khwarizmi i sin aritmetiske algebra
bortdividerer koefficienten 40°. Dette, og den skarpe adskillelse mellem
lgftning og udspaending, er supplerende argumenter imod den aritmetiske
og til fordel for den naiv-geometriske tolkning, der dog samtidig ma
revideres —enten ved at figurens skala a&ndres i én dimension, sa rektanglet
(40"x)xx bliver til et kvadrat (40"x)x(40°x) (jfr. [A: 274 Fig. 8]), eller ved at
malestoksforholdet teenkes &ndret i denne retning. Den sidste fortolkning
er den sandsynligste, alt tyder pa at de babyloniske beregnere opfattede
markplaner m.v. som strukturdiagrammer og ikke havde behov for at se
tingene afbildet i korrekt malestoksforhold.

Noget endegyldigt svar kan ikke gives, idet ingen tekst indeholder
figurtransformationer som de i Figur 2 viste — de (sjeeldent forekommende)
diagrammer tjener alene til at tydeliggerelse af problemformuleringerne.
Dette fraveer udger dog ikke sa alvorligt et problem for den geometriske
tolkning som man kunne tro — jfr. pp. 285-288. Ogsa en vigtig del af
skriveundervisningen har nemlig benyttet andre medier end lertavlerne —
gulvets sand, som det er blevet foreslaet, eller en stgvabakus som den
graeske; begge er faktisk bedre egnede til en teknik der flytter rundt pa
figurer end en lertavle. Man kan dog teenke sig at de traenede regnere kun
I begraenset omfang overhovedet har udfgrt deres tegninger fysisk; simpel
naiv geometri kan, ligesom simple numeriske operationer, udfgres »i
hovedet« efter en vis gvelse. | en sddan »hovedgeometri« falder naturligvis
skellet mellem de to tolkninger af normaliseringen bort.

Pp. 288-305 er en undersggelse af farstegradsteknikker. Farst analyseres
to opgaver (VAT 8389 nr. 1 og VAT 8391 nr. 3) der omhandler marker og
den forpagtningsafgift der skal betales af dem. Fremgangsmaden i begge
opgaver viser sig at veere yderst konkret (for den enes vedkommende er
denne tolkning allerede blevet foreslaet af van der Waerden), og i slaegt
med tankegangen bag den »simple falske ansats«. Herudover er disse
opgaver interessante ved at illustrere anvendelsen af metrologiske tabeller
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I praktisk regning.
Dernast fglger en analyse af en tekst fra Susa (TMS ¢—30"—

XVI)®. Den hgrer til en genre hvis eksistens ikke tid- 2‘1;
ligere er blevet bemarket. De to parallelle »opgaver« er J

forstegradsligninger med to ubekendte (formelt set
»leengde« uS og »bredde« sag af et rektangel — u og s
I det fglgende — men denne identifikation spiller ingen
rolle i opgaven), og af samme grund kan der ikke veere
tale om nogen lgsning™: der gas endda ud fra at Igs-
ningen er kendt. Det der praesenteres i teksten er en
didaktisk forklaring pa meningen med ligningerne og pa Figur 3. TMS IX.
hvad der foregar med de enkelte led nar en ligning af type  A: Areal og
u+s—¥,s= 45 multipliceres med 4. Ud over det forblgffende  '@ngde ophobet.
I forekomsten af en nedskrevet didaktisk forklaring — jeg
kender, bortset fra eksemplerne i Susa-teksterne, intet tilsvarende far en
studenternedskrift af Theons indledning til en foreleesning over Euklids
optik [ed. Ver Eecke 1938: 53-56] — er teksten interessant ved at have
udtrykkelige betegnelser for et leds »bidrag« til helheden og for »koefficien-
ten« til en ubekendt: i ligningen ovenfor udregnes »bidraget« fra siden,
d.v.s. veerdien af leddet ¥s, til 15; 45" (= ¥,), koefficienten til s, omtales som
»sa meget der er af sider«.

Sadanne ligningstransformationer bruges i en del af de »kombinerede
andengradsproblemer« som er emnet for pp. 305-328. Der er i alle de der
diskuterede tilfeelde tale om en kombination af en andengradsligning med

A\

¥ De matematiske tekster fra Susa stammer fra slutningen af den oldbabyloniske
epoke. Skant Susa ligger uden for Babylonien og var politisk uafhangigt og almen-
kulturelt afvigende, hgrer de matematiske tekster til inden for den babyloniske
tradition; de er ogsa skrevet pa akkadisk (med szdvanlig iblanding af sumeriske
logogrammer). At Susateksterne (som vi skal se) er mere didaktisk explicitte end
de egentligt babyloniske tekster kan skyldes deres opstaen i et periferiomrade hvor
skoletraditionen var mindre selvfglgelig end i metropolen.

“ Dette haevdes ganske vist i den oprindelige udgivelse af teksten [Bruins & Rutten
1961], men udlaegningen holder ikke. For at vise dette har jeg veeret tvunget til
at argumentere pedantisk og punkt for punkt mod store dele af tolkningen og
kommentaren —som ogsa i de fleste andre tilfeelde hvor jeg har arbejdet med Susa-
teksterne.
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to ubekendte (i ét tilfeelde siderne af to kvadrater, i de gvrige eksempler
leengde og bredde af et rektangel) og en farstegradsligning™.

Seerlig interessant er en anden ¢— 30°—p4 1 b
Susa-tekst (TMS IX). Den starter med 5
endnu et par didaktiske forklaringer. 20"
Forst forklares hvad man ggr hvis Zli

areal og lengde ophobes til 40’
(A+u = 40"; det tages for givet at u =
30, s = 20" og A = 10". | stedet for 1
begrebet »fremspring« bruges et su-
merografisk udtryk der bogstaveligt
kunne betyde sokkel; bredden forgges %
med en sadan sokkel 1, og arealet af  ¢g,r 4 Tvs IX. B: Areal, lz2ngde og
rektanglet med den oprindelige l&eng-  bredde ophobet.

de og den saledes forstgrrede bredde

vises at veere de samme 40” (se Figur 3); i symboler svarer det til transfor-
mationen uxs+u = uxs+ux1l =uxS, hvor S = s+1,

Dernaest gennemgas en ophobning af areal, l&engde og bredde med
talveerdi 1 (se Figur 4); endnu engang refereres der til de kendte veerdier
af u og s. Termen »sokkel« bruges ikke laengere, antagelig fordi den ikke
mere giver konkret mening, men bade leengde og bredde forl&enges med
1, hvorefter et kvadrat 1x1 tilfgjes. Dette trick (altsd den kvadratiske
komplettering) introduceres som »den akkadiske [metode]« — en betegnelse
hvis implikationer vi skal vende tilbage til (se s. 90). Oversat i symboler
svarer det til omformningen af uxs+u+s = 1 til uxs+uxl+sx1+1x1 = 1+1
og videre til UxS =2, hvor U = u+l1 og S = s+1.

Til sidst kombineres ophobningsproblemet uxs+u+s = 1 med for-
stegradsligningen s+7,,(3u+4s) = 30", og reduktionsteknikkerne fra den
farnaevnte Susa-text kommer i brug: Der multipliceres med 17, sa far-
stegradsligningen udtrykt i symboler bliver til 3u+21s = 8°30" og dernast

' Det kan bemarkes at dette udvalg ikke er udtemmende; andre opgaver gar op
til tre eller flere ubekendte og har et tilsvarende antal farstegradsbetingelser.
Bindingen til den geometriske repraesentation er heller ikke almengyldig — f. eks.
kan sadanne opgaver handle om to sammenhgrende tal i reciproktabellen, d.v.s.
tal hvis produkt er 1 eller 60, selv om metoden er den seedvanlige geometriske.
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til 3U+21S = 32°30". Da samtidig 3Ux21S kan udregnes som 1°'3-2 = 2°6,
er problemet reduceret til en standardtype: Et rektangel hvor arealet og
summen af siderne (3S og 21U) er kendt, og det lgses ved hjeelp af de
velkendte naiv-geometriske procedurer.

| det hele taget kan de fleste af de kombinerede andengradsproblemer
reduceres til rektangelproblemer hvor arealet og enten summen af siderne
eller deres differens er kendt. Af interesse i det falgende (se s. 80) er
opgaven AO 8862 nr. 1. Den handler ikke om et abstrakt rektangel men
tilsyneladende om en konkret udlaegning af et rektangulaer mark som
landmaleren gar rundt om. Derefter fgjer han leengdens overskud over
bredden (som i s& mange farmoderne landmalertraditioner™ allerede
forsynet med en implicit bredde 1) til arealet og finder et (nyt) areal pa
3'3. Laengde og bredde ophobes til 27.

Ved lgsningen fgjes den sidstnaevnte
ophobning til det udvidede areal, hvor- ol
ved et samlet rektanguleaert areal pa
330 fremkommer (se Figur 5), hvis
sidesum udregnes til 27+2 = 29. Der-
efter lgser teksten dette standardpro-
blem pa klippe-klistre-maner, og finder
leengden 15 og bredden 14. Til sidst
(inden der ggres prgve) findes »den v
sande bredde« som 14-2 = 12,

Det kan bemearkes at Kurt Vogel
[1933: 79] foreslog en geometrisk tolk-
ning af netop denne opgave alene ud
fra dens matematiske struktur pa et
tidspunkt hvor der endnu kun fandtes tentative tolkninger af den matemati-
ske terminologi, uden dog at vinde genklang for synspunktet.

Som helhed viser de kombinerede andengradsproblemer en rig variation
I brugen af de geometriske teknikker. Selv ganske analoge naboproblemer

PAN
=
A4

VANPAN
-

Figur 5. AO 8862, opgave 1.

' Der findes diverse spor af denne teenkemade i de babyloniske tekster; den indgar
I eegyptisk arealmetrologi; og den beskrives ngje i to forskellige norditalienske
praktiske arealmetrologier af Leonardo Fibonacci (Pratica geometrie, ed. [Boncompag-
ni 1862: 3f] og Luca Pacioli [1523: I1,6"f].
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pa samme tavle lgses lejlighedsvis ved forskellige procedurer, enten fordi
forskellige numeriske veerdier af de givne starrelser gar det bekvemt eller
som led i en didaktisk variation. Som allerede formuleret efter gennem-
gangen af den simple areal-plus-side-opgave ovenfor bliver det »klart[...] at
der ikke er tale om anvendelse af en blind algoritme uden bagvedliggende
forstaelse«.

Pp. 328-337 opsummerer de resultater der er fremkommet ved analysen
af de oldbabyloniske fgrste- og andengradsproblemer. Efter en opsum-
mering af de basale teknikker — klippe-klistre-metoden, den kvadratiske
komplettering eller »akkadiske metode«, malestoksforandringen, samt den
»regnskabsfaring« der tillader sammenteelling af koefficienter og en fleksibel
brug af »falske antagelser« — vendes der tilbage til spgrgsmalet om hvordan
disciplinen skal karakteriseres.

Store dele af den tilsyneladende tekniske terminologi viser sig ikke at
veere fuldt teknisk; i stedet er der i hovedsagen tale om standardiserede
metaforer uden skarp afgreensning i forhold til dagligsproget (metaforer
der medtaenker dettes biklange) til beskrivelse af standardiserede pro-
cedurer, hvor sprogets standardisering normalt er mindre vidtgaende end
procedurernes. Kun et mindre antal termer — i alt vaesentligt termer der
altid skrives sumerisk eller som sumeriske laneord — kan med sikkerhed
siges at veere tekniske i streng forstand. Kunde de bruges uden hensyn
til hvilke konnotationer der kaldes pa i den diskursive kontekst, og med
fast betydning.

Til spargsmalet om disciplinens algebraiske karakter gares der farst
opmarksom pa at ingen tekst viser os andengradsteknikkerne i brug til
lgsning af andet end kunstige problemer hvis lgsning kendes i forvejen.
Pa den anden side bruges arealteknikken faktisk til repraesentation af
problemer fra forskellige omrader (»mere virkelige« marker, kommercielle
operationer, rene talproblemer). Skent det forekommer paradoksalt nar
reelle anvendelser ikke har veret for handen har skriverskolen altsa
undervist i andengradsteknikken som en ars inveniendi, en teknik til at
beregne ukendte starrelser ud fra kendskab til komplekse relationer som
de indgar i.

Sa vidt minder andengradsalgebraen altsa om middelalderens og
renassancens algebra. Ogsa anvendelsen af en standardrepraesentation —
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ganske vist ikke tal eller ord der star for tal men geometriske laengder,
bredder og arealer — og den analytiske fremgangsmade minder om senere
algebra. Skal vi bruge en moderne disciplinafgransning er ingen bedre end
»algebra« for hAnden. Men babylonisk algebra indeholder ingen teoretiske
overvejelser over lgsbarhed eller angaende almene strukturer, og er altsa
trods alt artsforskellig fra hvad teoretisk algebra har staet for siden Viéte
og Descartes; den oldbabyloniske »algebra« er kun en algebra i samme
forstand som renaessancens cos-teknik og al-Khwarizmis al-jabr, uanset at
den overgar begge i teknisk kunnen,

Den sidste del af opsummeringen vedrgrer forholdet mellem den
»kognitive stil« der preeger »algebraen« og hvad vi ellers ved om den
oldbabyloniske tankeform. I forhold til en karakterisering af den babyloni-
ske teenkning som »mythopoeisk« er teenkningen i de matematiske tekster
moderne: Der findes ingen spor af at objekterne for den matematiske
teenkning teenkes som andet end objekter der kan manipuleres med. Men
det samme gelder hele den babyloniske tekniske og store dele af den
sociale praksis, sa det er ikke forblgffende.

| forhold til Lévi-Strauss’s skelnen mellem »kolde« og »varme«
samfund, mellem »den vilde« og »den temmede« tanke kan matematikken,
som det er sket med den babyloniske varselsvidenskab, karakteriseres som
»lunken«, som en overgangstype. Den »temmede tankes« begreber er
abstrakte og konnotationsfri, netop hvad store dele af den matematiske
terminologi ikke var. Men siden det fjerde artusindes statsdannelse havde
den mesopotamiske skriftkultur bygget pa lister hvis systematik var langt
mere abstrakt end hvad der karakteriserer Léevi-Strauss’s »kolde samfund«
(og andres »far-skriftlige«). En del af de store matematiske »serietekster«
(som jeg ikke har behandlet i dette arbejde, da de kun indeholder problem-
formuleringer og ingen lgsningsbeskrivelser) driver dette ordningsprincip
sa vidt som til firedimensionale kartesiske produkter. Alt i alt kan man
konkludere at de matematiske tekster repraesenterer den »varmeste« side
af den oldbabyloniske kultur. At de ikke fgrte til udvikling af en teoretisk
matematik kan ikke skyldes nogen blokering af tankeformen eller intellek-
tuel uformaenhed. Grunden ma veere at skriverskolens matematik gik ud
pa noget andet. Hvad behandles mere indgaende i andre af de indleverede
arbejder (bl. a. [G]).
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Det sidste kapitel i publikationen behandler den oldbabyloniske
traditions videre udvikling som jeg sa den i 1986/87, hvor manuskriptet
I hovedsagen er afsluttet. Da der er tale om forhold jeg behandler dybere
I andre af de indleverede arbejder, og som jeg nu mener mig i stand til
at seette ind i en bredere tolkningsramme, udskyder jeg behandlingen heraf
til senere afsnit og kapitler.

B: “Zur Fruhgeschichte algebraischer Denkweisen”

Denne publikation (der er feerdigformuleret i 1987) kan opfattes som
et supplement til den forrige. Den indeholder, ud over opsummering af
dennes hovedresultater, iser supplerende materiale, bl. a. en analyse af
andre opgaver der kan vise de oldbabyloniske teknikkers fleksibilitet (og
I et enkelt tilfeelde hvorledes den geometriske teknik kan fare til kortslut-
ninger). Mens den forrige publikation fagrst og fremmest var filologisk i
sin orientering, og rettet mod tolkning af teksterne enkeltvis og som udtryk
for en bestemt kulturs tankegang og teknikker, er denne primart matema-
tikhistorisk, indrettet mod en undersggelse af den algebraiske teenkning
som kategori. Og mens den forrige pa grund af sit formal - eftervisning
af at den geengse aritmetiske tolkning af teksterne ikke holder pa tekst-
materialet anskuet i helhed og i diskursiv detalje, men at den naivgeometri-
ske gar —er umadeholdent tynget af detaljer, tillader denne sig at tage den
forriges resultater for givne og illustrerer dem blot pa udvalgte eksempler.

En observation skal fremhaves. Dels her, dels i det sidste kapitel af
[A], preesenteres i hovedtreek de forandringer som den babyloniske
»algebra« undergar mellem slutningen af den oldbabyloniske periode og
den seleukidiske tid (de to perioder fra hvilke »algebraiske« kileskrifttekster
kendes). De farste beskrivelser af den babyloniske algebra ([Schuster 1930],
[Neugebauer 1932]) havde papeget at den matematiske terminologi
undergik fundamentale forandringer i de 1300 ar der skiller de to perioder,
samtidig med at de begge fremhavede hvad de sa som indholdsmaessig
kontinuitet. Kontinuiteten kom til at indga i matematikhistorien som
almenviden, mens diskontinuiteten blev overset.

Analyse af den seleukidiske terminologi viser imidlertid at den
terminologiske diskontinuitet ogsa har implikationer for det matematiske
indhold. Alle distinktioner mellem forskellige additive, forskellige
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subtraktive og forskellige multiplikative operationer er faldet veek i den
seleukidiske epoke. Metoden er antagelig stadig geometrisk; men den
grundlaeggende konceptualisering (jfr. s. 14) er blevet aritmetisk. Metoden selv
er ogsa, skent stadig bygget pa naive geometri, en anden. Der synes ikke
leengere at vaere tale om en klippe-klistre-teknik. | stedet argumenteres der
ud fra feerdige standardfigurer. | stedet for analyse er der tale om synte-
sel*’],

C: “The Babylonian Cellar Text BM 8200+VAT6599. Retranslation and
Analysis”

Ogsa denne artikel er en viderefgrelse af [A], og starter med en kort
redegarelse for mine resultater angaende terminologi og operationer. Den
indeholder en komplet analyse af en tekst med i alt 30 opgaver (hvoraf
dog ikke alle er bevaret — en del af tavlen ligger i British Museum, en
anden i Berlin, og noget er gdelagt). Alle opgaver handler om en kassefor-
met udgravning, en tul-sag; som suggestiv overseettelse skal jeg bruge
»kaelder«. Grundfladen betegnes »gulvet« (tysk »Boden« har et mere
passende semantisk spand), og rumfanget »jordenx.

En del af tekstens opgaver er inhomogene trediegradsproblemer, og
ikke mindst disse opgaver er blevet behandlet gentagne gange i litteraturen.
Der er to grunde til at jeg tager teksten op igen. Den ene er et gnske om
at se hvor vidt principper fra min tolkning af »andengradsalgebraen« ogsa
kan anvendes til tolkning af trediegradsteknikken*®l, Den anden er at
undersggelse hvordan en lang »tematisk tekst« tillader indblik i hvordan
de babyloniske leerere taenkte sig matematikken sammensat af enkeltom-
rader; som det viser sig indeholder teksten faktisk mere information end
forventeligt pa dette og andre overordnede punkter.

Hvad angar det farste spgrgsmal viser der sig ogsa at veere et udbytte.

" Det skal dog tilfgjes at i hvert fald én af standardfigurerne (se Figur 11) ser ud
til at veere blevet brugt allerede i den oldbabyloniske epoke (og antagelig fer
skriverskolen overtog algebraen udefra, jfr. s. 91). Den syntetiske argumentation
er altsd neppe seleukidetidens opfindelse.

¥ Kurt Vogel [1934: 91-93] har som den eneste foreslaet en geometrisk tolkning,
uden dog at forholde sig til tekstens detaljer. Hans tydning forholder sig »dualt«
til den der folger af den tekstnaere laesning, sa at sige som divisor til kvotient.
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Som eksempel kan vi se pa opgave nr. 6.
Det forteelles at dybden af keelderen er lig
med leengden, og at summen af leengde og
bredde er 50°. Enheden for disse vandrette
malernindan (I1nindan =6 m), mens
hgjden malesialen (1 alen =%,nindan =
50 cm). Endelig er ophobningen af grund-
flade og volumen (»gulv« og »jord«) 1°10°".
Enheden for arealmal er [areal]-sar =
nindan? mensvolumenenheden er [volu-
men]-sar = nindan?-alen. Tallet 1°10°
repraesenterer altsa det volumen vi far ved
at forleenge kelderudgravningen 1 alen i Flgur 6. BM 8200+VAT 6599,
) ) ) opgave 6: Den forleengede
dybden (jfr. Figur 6). Omsat i symboler (0g kzlder
hvis vi lader G sta for kaelderens dybde malt
i alen) har vi altsa

G =12u u+s = 50 uxs-(G+1) = 1°10" .

..................................

Det har leenge veret bekendt at lgsningen foregik ved hjelp af en
faktorisering, men bortset fra Kurt Vogel har alle bearbejdere formodet
at teenkningen bag denne var aritmetisk. Neerleesning af teksten bekraefter
det farste (og tillader os at sige mere om den) men afkreaefter den arit-
metiske leesning. Som farste trin udregnes nemlig rumfanget af en terning
med side 50" nindan — mere preacist udtrykt konstrueres denne terning
I tankerne som hjelpevolumen. At der faktisk er tale om en konstruktion
og ikke om udregning af en normaliseringsfaktor (som forudsat i den
aritmetiske tolkning) fglger af valget af operationer: Farst konstrueres et
rektangel 50"x50", derefter »lgftes« dette areal til hgjden 10 [alen = 50°
nindan].

Ved division viser det sig at den forleengede kelders volumen er
10°4748""" gange terningens. Dette forhold faktoriseres uden mellem-
regninger til 36"-24"-42", og leengden udregnes som 36"-50" [nindan] =
30" [nindan], bredden som 24°-50" [nindan] = 20" [nindan], og
dybden som 36”10 [alen] =6 [alen]. Faktoriseringen treekkes ud af &ermet
uden kommentarer, men angivelsen af den tredie faktor (som jo ikke bruges
til noget, fordi den svarer til den forleengede dybde) viser at der faktisk
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teenkes pa en faktorisering der lever op til det kreevede: Summen af
faktorerne for leengde og bredde skal veaere 1 (da u+s = 50" [nindan]),
og faktoren for den forleengede dybde skal overstige leengdefaktoren med
6" (1 alen malt med 50" nindan).

| opgave nr. 23 er gulvet kvadratisk, og opgaven derfor simplere:

G =12u u=s:s uxs-(G+1) = 1°45" .

Som hjeelpevolumen konstrueres denne gang en terning med siden 1 alen
(og volumen altsa 257"), og forholdet 4°12 mellem kaelderens og hjelpeter-
ningens volumina skal derfor faktoriseres som n-n-(n+1). Denne gang
angives imidlertid ikke faktorerne 6, 6 og 7 men kun 6. Et tal 1 som ogsa
angives er antagelig en reference til navnet pa den tabel over n*- (n+1) som
ma veere brugt.

At nr. 23 (og nr. 5, som ligner) ma veere blevet lgst ved hjeelp af denne
faktisk fundne tabel blev allerede bemarket af Neugebauer [MKT I, 210f],
der sammesteds udtalte den formodning at ogsa nr. 6 og de tilsvarende
opgave matte veere blevet lgst ved hjeelp af tabeller (idet han dog ind-
remmede at han ikke kunne forestille sig deres udseende). Imidlertid ngjes
de opgaver der kan lgses ved hjelp af kendte tabeller (n*: (n+1) eller n°)
systematisk med at angive én rod, nemlig tabellens tilsvarende n, mens
de gvrige lige sa systematisk angiver alle tre selv om to falder sammen
eller én er irrelevant. Man kan altsa slutte at kun de to identificerede
tabeller er blevet anvendt, mens opgaver hvor de ikke slog til er blevet
lost ved hjeelp af en egentlig faktorisering™.

Sammenligningen af den faktiske kaelder med et passende reference-
volumen kan opfattes som en raffineret variant af princippet for den
»simple falske ansats« (da problemerne er inhomogene er der ikke tale om
en direkte overfarsel). Lignende (men dog homogene) to- og tredimensiona-

' Da Igsningerne som seedvanlig har veeret kendt i forvejen har det ikke veeret sveaert
at geette den rigtige faktorisering. Men som vist af Kurt Vogel [1934: 92f] kan man
ogsa hurtigt komme frem til lgsningen ved at prgve sig frem systematisk nedefra:
i nr. 6 saledes 1°-59°-7", 2°-58"-9", 3"-57°-10", 0.s.V.

Metoden forudseetter selvfglgelig for det fgrste at der faktisk findes en
sexagesimalt reguler lgsning, for det andet at den er relativt simpel; men begge
dele garanteres af at opgaverne er konstrueret baglens fra lgsninger med de
pagaeldende egenskaber.
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le anvendelser af dette princip omtales i andre tekster som »bundtning«.
| modsaetning til andengradsteknikken er der her ikke tale om nogen analog
til mere moderne omgang med ligninger. Om trediegradsteknikken bgr
karakteriseres som algebraisk er derfor et spargsmal der ma overvejes for
sig (og som i gvrigt ikke tages op i [C]). Imod en sadan karakterisering
taler at der tilsyneladende ikke er tale om nogen form for generel repraesen-
tation; for karakteriseringen taler at de krav der stilles til faktoriseringen
findes analytisk, nemlig ved antagelsen om at lgsningen allerede er
fundet™®,

En del af opgaverne farer til problemer af anden eller fgrste grad.
Denne forskel har staet helt klart for tavlens forfatter, og han bruger overalt
den karakteristiske klippe-klistre-teknik pa andengradsopgaverne efter at
have reduceret dem til plane opgaver ved division med den opgivne
dimension, som kan vare dybde, leengde eller bredde.

Forfatteren har brugt denne skelnen mellem leengde-bredde-, bredde-
dybde- og leengde-dybde-problemer til at illustrere forskellige teknikker.
Leengde-bredde-opgaverne behandles som man er vant til, men én af dem
(nr. 26) er dog af interesse ved at vise at denne forfatter foretrak at reducere
et problem af typen

XXy = A y = Zx+D

til et rektangelproblem
(40°x)xy = 40"-A y = (40°x)+D

og ikke til det tilsvarende kvadratproblem (areal+sider)

(40'x)*+D- (40'x) = 40"- A .
Denne praference er ikke almengyldig, og andre tekster (se f. eks. nedenfor,
s. 33) foretager det modsatte valg.

| dybde-bredde-problemerne har forfatteren foretaget et andet valg —

denne gang virkelig idiosynkratisk. Forfatteren forestiller sig kalderen
kippet omkring, sa den kendte lengde bliver til dybde. Det kraever

21 nr. 6 bl. a. som fglger: nar nu den forleengede dybde overstiger leengden med
1 alen, ma referenceterningen side (50" nindan =10 alen) gentages “**"/ ;g cn) =
6" gange mere i dybden end i l&engden for at udfylde den forleengede kalder.
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multiplikation af ls&engden med 12, omtalt som »konverteringsfaktoren for
dybde«. Dybden findes sa i nindan, og da den nu er en vandret
dimension omsettes den ikke til alen.

Dybde-leengdeopgaverne ggr ikke brug af noget tilsvarende trick.
Faktoren 12 kommer selvfglgelig ind igen, men den behandles her som
en rent aritmetisk konstant i ligningen.

Endvidere indeholder teksten nogle sekvenser af opgaver hvor leengden
og bredden siges at veere et talpar fra reciproktabellen (séledes at dybden
er lig med det opgivne volumen). Nogle af dem er af anden og nogle er
af farste grad. Sluttelig findes der endnu et par fgrstegradsproblemer. Ingen
af dem er af stgrre interesse taget enkeltvis, men som led i helheden
illustrerer de som vi skal se forfatterens didaktiske teenkning.

Artiklens kapitel 6 drager en raekke almene konklusioner om den
matematiske terminologi og de matematiske teknikker fra tavlens tekst
(stattet ved sammenligning med andre tekster). Vigtigst er yderligere statte
til den tidligere naevnte karakterisering af terminologien som ikke fuldt ud
teknisk, samt en undersggelse af faktorernes orden ved lgftningsmulti-
plikationer. Det viser sig at denne er vilkarlig, og afhaengig af stilistiske
konventioner, undtagen i ét tilfelde: Nar et volumen beregnes, er det
uveegerligt grundfladen der lgftes til hgjden, aldrig omvendt. Det kan
darligt forklares pa anden vis end ved at en oprindelig geometrisk
metaforik for volumenberegning stadig er til stede i bevidstheden hos de
babyloniske forfattere. De gvrige anvendelser af termen er dermed
metaforiske, og hvad der i en sadan metafor spiller rollen som hgjde bliver
vilkarligt.

Kapitel 7 ser pa hvad tavlen kan fortzlle om undervisningens — og
dermed i sidste ende ogsa den matematiske teenknings —organisering. For
det fgrste indeholder mange opgaver talangivelser som ikke bruges, og
som hvis de var blevet brugt ville have gjort opgaven overbestemt. Det
samme ses i adskillige andre tekster, og det er blevet opfattet som et tegn
pa matematisk primitivitet eller ukyndighed. | virkeligheden er det udtryk
for noget andet, nemlig en afspejling af den mundtlige fremstillingsteknik.
Inden gennemgangen af en opgave forklares det hvilken konfiguration der
er tale om: En kalder med laengde A, bredde B, dybde C, volumen V og
tilfgjet gulv. Dernast gennemgas hvordan man beerer sig ad i situationer
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hvor et vist udvalg af disse parametre er kendt og andre ikke?. Men
da forklaringen vil komme til at arbejde med flere stgrrelser med samme
navn (f. eks. »jorden« for den oprindelige og for den forleengede kalder),
bruges betegnelser som »jorden 1« og »jorden 1°10«, hvor vi i skrift og
med adgang til bogstavsymbolik kan bruge »V« og »V,«.

Denne udformning af undervisningen afspejles ogsa i ordningen af
opgaverne inden for teksten. Anskuet ud fra moderne matematiske
kategorier (og dermed ogsa ud fra de teknikker som opgaverne lgses ved)
synes reekkefglgen at veere et kaos med elementer af lokal orden. Tredie-
gradsproblemer forekommer f. eks. som nr. 5-7 og igen som nr. 20-23. Men
nr. 5-7 handler om konfigurationen »kelder plus gulv«, og det samme
gar nr. 8-9, der er af henholdsvis fgrste og anden grad. Hele teksten synes
(med selvfaglgeligt forbehold for de manglende passager) at veere opbygget
i sadanne konfigurationsbestemte sekvenser.

Den samme organisering efter konfiguration geelder pa hgjere niveau.
Selve den tekst der er tale om holdes sammen ved at veere en »kalder-
tekst«, ikke ved at undersgge eller undervise i én bestemt teknik. Andre
»tematekster« har samme karakter — f. eks. holdes BM 13901 (se ovenfor,
s. 18) sammen ved at vaere en »kvadrattekst«, uanset at nr. 12 (der handler
om to kvadrater) lgses ved brug af en rektangelteknik.

At den overordnede kategorisering er konfigurationsbestemt betyder
ikke at tekstens forfatter ikke var i stand til at se f. eks. trediegradsproble-
mernes feelles traek; det bevises klart af hans valg af metoder. Det betyder
imidlertid at matematik som fag blev forstaet snarere som beregning af noget
end som en oversigt over metoder til beregning af noget.

D: “Mathematical Susa Texts VII and VIII. A Reinterpretation”

Denne artikel analyserer to hele tekster, der dog tilsammen er langt
kortere end kelderteksten fra [C], og som begge stammer fra Susa. Iseer
den farste ligner de tidligere omtalte Susatekster TMS XVI og TMS IX i
sin didaktiske orientering, og begge indeholder termer der ikke kendes
fra tekster fra det babyloniske kerneomrade.

?! Dette svarer ganske til opbygningen af TMS IX — jfr. ovenfor, s. 22. Ogsé her blev
veerdierne af rektanglets l&engde, bredde og areal brugt i forklaringen.
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Den farste tekst (TMS VII) behandler, som TMS XVI, to eksempler pa
farstegradsligninger med to ubekendte (som sadvanlig »leengde« og
»bredde«), og der startes med en didaktisk forklaring. Hvad der kommer
derefter er enestadende: Ligningerne, hvoraf den fgrste er homogen og den
anden inhomogen men homogeniseres ved et passende variabelskift, lgses
som ubestemte ligninger. Princippet for lgsningen er at en ligning a-u =
s-b (méaske tenkt som rektangelidentitet axu = sxb— u og s er jo et
rektangels leengde og bredde) ma have s = a, u = b som ét Igsningsset.
Det gnskede lgsningsseaet kan sa opnas ved multiplikation med en passende
faktor, (u,s) = (pb, pa).

TMS VIl indeholder to ret simple kombinerede andengradsproblemer
(og fragmenter af et tredie). Det farste kan i symboler udtrykkes

uxs = 10 7s = u+5’

der kunne ggares til et rektangelproblem (jfr. s. 30)

ux(%,s) = 17°30” (7,8) = u+5’
eller (hvis vi kalkerer TMS 1X)
(7s)x(4u) = 4°40° 7s = 4u+20°
men i stedet gares til det analoge kvadratproblem
28k*—20'k = 4°40° k="Ys.

Denne opsplitning i 28 sma kvadrater der omtales udtrykkeligt (4 langs
bredden, 7 langs den forleengede leengde) minder igen om »bundtningsprin-
cippet« og viser derved hen til en tilbagevendende visuel form. Den bruges
antagelig fordi den er didaktisk simplere, netop pa grund af sin vel-
kendthed. Skgnt denne sidste tekst ikke indeholder egentlige didaktiske
forklaringer synes den altsa at dele de gvrige her omtalte Susateksters hgje
grad af didaktisk bevidsthed.

E: “On Subtractive Operations, Subtractive Numbers, and Purportedly
Negative Numbers in Old Babylonian Mathematics”

Efter disse undersggelser af enkelttekster fglger en behandling af et
tveergaende emne: En eftersporing af samtlige termer for subtraktive
operationer og en ngjere analyse af hver enkelts anvendelse, fulgt op af
en diskussion af en pastand der gennem tvivisomme laesninger af de
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originale tekstudgavers kommentarer har spredt sig i sekundeerlitteraturen:
At den oldbabyloniske matematik »kendte til« negative tal.

Eftersporingen af (hvad jeg haber er) samtlige subtraktive termer er
en uddybning af en enkelt facet af [A]’'s terminologiundersggelse. Den
afslagrer ikke nye operationer ud over de to allerede kendte (sammenligning
og fjernelse), men demonstrerer med endnu starre sikkerhed end de
tidligere arbejder at der er en flydende graense mellem dagligsprog,
metaforisk brug af dagligsproget, og de matematiske teksters »naesten-
tekniske« termer. Den viser ogsa en hyppigt forekommende tendens til
at lade valget mellem synonyme termer bestemme af hvor suggestive deres
konnotationer er — f. eks. ved at subtrahenden »skeres af« en lineaer
starrelse men »rives ud af« en flade.

Hvad angar de »negative« tal er grundlaget for deres formodede
eksistens at en del tekster (hovedsagelig serieteksterne, men BM 13901
indeholder et enkelt eksempel) skifter mellem »overskuds-« og »under-
skudsformulering« af sammenligningssubtraktionen. De fgrste udtrykte
Neugebauer (i kommentaren i [MKT]) symbolsk D-S = a, og det sidste
D-S =-b. Han haevdede ikke at der var tale om et begreb for negative tal,
men det forhindrer naturligvis ikke at skiftene kunne deekke over fore-
komsten af et begreb af denne karakter. Analyse af samtlige forekomster
viser imidlertid at de alle skyldes ét af to forhold. Det ene forhold er
serieteksternes kompakte formulering: deres lange reekker af opgaver er
som oftest bygget op omkring komplekse udtryk der varieres systematisk
ved &ndring af numeriske konstanter eller lignende; derfor vil et udtryk
D i nogle af opgaverne veere stgrre end et andet S, i andre mindre; da
reekkefalgen af de to udtryk som konsekvens af den kompakte udtryksma-
de holdes uendret ma det snart fortaelles at det forste er a starre end det
andet, snart at det er b mindre. Det andet forhold er gnsket om at relative
forskelle hellere skal veere f. eks. 7 end % eller 7 (se naeste afsnit). Da den
relative forskel udtrykkes i forhold til det fgrst omtalte led, binder dette
gnske reekkefglgen, og igen ma forskellen derfor snart udtrykkes som
vaekst, snart som fald nar man gar fra S til D.

Der er altsa ikke grund til at formode et bagvedliggende begreb om
»negative tal«. Derimod rummer et mindre antal tekster formuleringer der
tyder pa eksistensen af et begreb om »tal med en subtraktiv rolle«, efter
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alt at demme inden for den konkrete beregning. Saledes rummer TMS XVI
bl. a. en seetning »45" ser du, sat det som antallet af bredder, saet det til
at rives ud«. Efter alt at demme forteelles det ikke at koefficienten 45 til
s er en serlig slags subtraktivt tal men snarere at det er et tal der her —
maske i et regneskema eller en anden form for materiel repraesentation —
indtager en subtraktiv rolle; en regnskabsfaringsinstruktion »skriv tallet
i kolonnen for udgifter« er maske den narmeste parallel vi kan konstruere.

F. “»Remarkable Numbers« in Old Babylonian Mathematical Texts. A Note
on the Psychology of Numbers”

Anvendelse af matematik gar ofte ud pa at finde talvaerdien af en eller
flere stgrrelser. Matematik som teoretisk fag og som undervisningsfag
handler derimod snarere om hvordan man finder talveerdier (eller, siden
den graeske geometri, om formulering af andre almengyldige sammen-
haenge mellem starrelser). Derfor kan ingenigrstuderende (der dog snart
skal til at finde netop den rigtige mangde beton og jern til en baerende
konstruktion) finde péa at forsvare deres forkerte eksamensopgaver med
at »det er jo bare en kommafejl«; og derfor distancerer matematikhistorien
sig fra numerologi og numerologihistorie ved ikke at interessere sig for
hvilke tal der optreeder i matematiske tekster, hgjst for om de har specielle
egenskaber (f. eks. udggr en pythagoreeisk tripel).

Den neerveerende artikel treeder ved siden af denne norm, og under-
sgger netop om de tal der optreeder i de matematiske tekster pa grund
af opgaveforfatterens frie valg (altsa ikke som konsekvens af beregninger)
udtrykker specielle preeferencer. Grundlaget er iseer serietekster og andre
tekster hvor et stgrre antal parallelt optreedende tal kan lade kontraster
mellem »foretrukne« og andre tal treede frem.

Det viser sig at der faktisk findes tre grupper af foretrukne tal bundet
til hver sin sarlige rolle i de matematiske tekster.

Forst er der brgkerne 7, 4, 0g %. Det er brgker som skrives med sarlige
tegn, hvad der i sig selv er nok til at geette pa at der tilkommer dem en
sarlig rolle. En sadan har de ogsa, men kun som relative angivelser, nar
en starrelse eller forskellen mellem starrelser forteaelles at veere andelen o
af en anden. De bruges til at skabe simple variationer af de grundleeggende
opgaver — nar f. eks. arealet af et kvadrat leegges i hob med siden og
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7, af siden. De optraeder aldrig additivt som rene tal eller som slutresultater
(eller kun i den forstand at bredden af et rektangel sa vil blive skrevet som
20, i betydning 207, og ikke med tegnet for 7). Det er en smagssag om man
vil sige at de besidder en sarstatus inden for det simple partitive omrade
eller i stedet sige at de udger det.

Ligeledes partitivt brugt (altsd som navnere i brgker der fastleegger
en starrelse eller en afvigelse relativt til en anden starrelse) men ogsa
lejligheds multiplikativt er gruppen 4, 7, 11, 13, 17 og 19. Stgrre primtal
end 19 forekommer ikke i denne rolle, og tallet 4 hgrer tydeligt med til
gruppen.

At primtal bortset fra 2, 3 og 5 har deres sarlige rolle netop multi-
plikativt-partitivt er oplagt ud fra talsystemets karakter. Ganske vist er ogsa
14 irreguleert, men 14 er i modseatning til 13 og 17 reducibelt. 7, 11, 13, 17
og 19 ma ngdvendigvis behandles i sig selv, uden genveje; i denne forstand
kan de opfattes som reprasentanter for det »tal i almindelighed« som
matematikken hellere betragter end det specielle tal. 4 er ganske vist
reducibelt, men det er det farste ikke-lille tal. Paradoksalt nok synes disse
tals sarstatus altsa at kunne fares tilbage til deres karakter af repraesentan-
ter for den generelle gruppe af tal uden sarstatus'®?.

Laengder og bredder af rektangler og kvadrater og forskelle opgivet
i absolut og ikke relativt mal er til gengeeld runde tal. Normalrektanglets
sider er 20 og 30 (ofte at forsta som 20" og 30" nindan, men altsa ikke
skrevet med de szrlige tegn for 7, og /), og normalkvadratets er 30 (som
oftest 30", altsd %2 nindan eller »et malergr«, en praktisk landmalings-
enhed™®!). Hvis der er tale om flere kvadrater (i hvilket tilfeelde man kan
ga ud fra at de er tenkt at ligge koncentrisk) vil siderne med sjeldne
undtagelser udggre en aritmetisk reekke (evt. med overspringelser) med
spring 5 eller 10. Det er lige sa umuligt at finde et kvadrat med siden 11
som at finde en opgave hvor én kvadratside fortzlles at vaere 7, af en

2 Man kan sammenligne med den rolle som repraesentanter for »det uoverskueligt
store tal i almindelighed« som de ikke umiddelbart reducerbare 117 og 1001 har
pa forskellige sprog.

2 Denne iagttagelse af sammenhaengen mellem »normalkvadratets« side og enheden
g i/ »ragr« skylder jeg Marvin Powell [privat brev].
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anden kvadratside.

Uden for matematikken bryder denne skarpe rolleafgraensning for de
enkelte grupper af szrlige tal tilsyneladende sammen. Det der satte mig
I gang med undersggelsen var to analyser af ikke-matematiske, pseudo-
empiriske tekster: En liste over postulerede stjerneafstande, samt den
»Sumeriske kongeliste«. Begge synes at traekke deres tal netop fra matema-
tikkens beholdning af »sarlige tal«, men uden dens skarpe skel mellem
kategorierne. Forstaelse af den matematiske kategorisering af tallene kan
derfor veere en stgtte for forstaelsen af den babyloniske numerologiske
teenkning og fornemmelse; men man skal ikke forvente at den sidstnaevnte
»populaervidenskab« har haft et mere stringent forhold til sin kilde end
det er tilfeeldet i moderne tid.

G: “Mathematics and Early State Formation, or, the Janus Face of Early
Mesopotamian Mathematics: Bureaucratic Tool and Expression of Scribal
Professional Autonomy”

Da Ivor Grattan-Guinness sa den farste version af dette arbejde
(fremlagt i 1989 ved et symposium »Mathematics and the State«) udbrgd
han spontant »Oh, you never improve«. Det gjaldt (vistnok) titlens la&engde,
men kunne med samme ret veere gaet pa indholdets meget store spand.

Artiklen er det sidste i reekken af arbejder der specielt handler om den
babyloniske matematik. Mens alle de gvrige arbejder inden for gruppen
handler strikt om matematiske tekster, om matematiske begreber og
teknikker og om den matematiske tankeform, stiller dette essay det
videnssociologiske spgrgsmal om tankeformens underlag i en almen social
og kulturel praksis; og hvor de gvrige arbejder (med uvasentlige und-
tagelser) ser pa den oldbabyloniske periode alene, beskriver det naervaren-
de det meget lange forlgb fra statsdannelsesprocessens farste faser til
transformationen af skriverkulturen efter det oldbabyloniske samfunds
sammenbrud.

Bortset fra et polemisk afsaet i Wittfogels saerlige antikommunistiske
vulgaermarxisme (der som forklaring pa den tidligste videnskabs opkomst
nok i sin overdrivelse er en parodi men dog er besleegtet med udbredte
forklaringer) starter jeg meget langt fra matematikken, nemlig i almen
statsdannelsesantropologi. Formalet er at finde frem til hvad der karakteri-
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serer den mesopotamiske statsdannelsesproces til forskel fra parallelle
forlgb. Herefter bruges op mod halvdelen af artiklen til at fglge og
karakterisere statsdannelsesprocessen, udviklingen af administrative
funktioner og af et seerlig skriverprofession, samt af skriverkulturen i dens
vekselvirkninger med skrivernes professionelle rolle og almene kulturelle
stremninger. Jeg har selvfglgelig selv laest en del litteraere og semilitteraere
kilder som baggrund for denne sporing af administrations- og skriverkul-
turen, men i hovedsagen er der tale om et forsgg pa interdisciplinger syntese
byggende pa mange fags teoretiske og empiriske indsigter.

Det geelder, bortset fra den farstatslige periode, kun i mindre grad for
anden halvdel. Selv hvor jeg fremlaegger andres arbejde med det tredie
og fjerde artusindes metrologiske og matematiske teknikker og tekster
drejer det sig i hovedsagen om forhold som jeg har diskuteret med de
pageeldende forfattere, enten i brevvekslinger eller pa reekken af Berlin-
workshops (se s. 8), og jeg har derfor ogsa kunne indlzegge mange af mine
egne tolkninger af materialets implikationer.

Hvis matematikkens opstaen fastleegges som det punkt hvor »flere
forudeksisterende men hidtil indbyrdes uafhaengige matematiske teknikker
koordineres ud fra i det mindste intuitiv forstaelse af deres formale
sammenhange« (s. 27), mener jeg at kunne placere overgangen fra
»etnomatematik« (matematiske teknikker der ikke primeert er koordineret
med hinanden men snarere hver for sig med andre former for kulturel
praksis®??) til »matematik« i samme epoke som udviklingen af skriften
(»Uruk IV«, ca. 3300-3100 f.v.t. i den kronologi der benyttes i artiklen; med
starre veegt pa kalibrerede Cl4-dateringer og mindre pa arkeeologiske
lagtykkelser maske en smule tidligere). Det gar overgangen samtidig med
skabelsen af de systematiske leksikalske lister og brugen af dem i under-
visning, og derved ogsa administratorlagets udvikling af den abstrakte
tankeform som Luria har kaldt »kategoriel klassifikation« (til forskel fra
teenkning gennem faststaende, stereotype »situationer«).

** Jeg henholder mig her til den fastleeggelse af begrebet »etnomatematik« der bruges
af f. eks. Marcia Ascher. Ifglge en anden begrebsfastlaeggelse (brugt bl. a. af Ubiratan
d’Ambrosio) forstas »etnomatematik« i stedet som »de matematiske teknikkers
etnografi«; forstaet saledes er »etnomatematik« altsa beslaegtet med mit begreb
»matematikkens antropologi.
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I Izbet af Uruk IV (i fuld udfoldelse maske farst i den pafglgende »Uruk
I« periode) udvikles et system af koordinerede metrologiske systemer —
bl. a. ombygges arealmalet sa arealer kan beregnes som produkter af
leengder (de tidligere arealmal synes at have veret »vandings-« eller
»saedmal«, mens leengdemalet synes at veaere en nyudvikling). Desuden
formes de administrative principper i samklang med udviklingen af det
metrologiske system; det er specielt klart i skabelsen af en seerlig admini-
strativ kalender til beregning af foder til dyr (og arbejdere?).

Til gengzld for denne binding af den administrative praksis til
matematikken synes matematikken ogsa at veere fuldstaendig bundet til
sine administrative anvendelser. Det forhold andrer sig farst omkring
midten af det 3. artusinde, pa det tidspunkt hvor en sarlig skriverprofes-
sion (adskilt fra den administrative elite) opstar. | en sammenhang hvor
denne profession afpragver raekkevidden af ét af de professionelle red-
skaber — skriften — ved at foretage hvad der synes at veere den farste
nedskrift af littereere tekster (episk digtning, hymner, ordsprog), frem-
bringer skriverskolen ogsa de farste ikke-utilitaristiske matematikopgaver
(bl. a. division af urealistisk store runde mal med szrlig »sveere« divisorer;
i én to gange forekommende opgave saledes deling af »1 silo« pa
40-60-8-60 sila — forstaet som 40" tender a 8" sila — i portioner pa 7
sila hver®)). Ogsa denne farste »rene« matematik kan opfattes som
en efterprgvelse af de professionelle redskabers spaendvidde.

»Ren« matematik i starre stil bliver det dog ikke til i det 3. artusinde.
Den anden halvdel af dette praeges af dannelsen af starre territorialstater
hvor skriverkulturen ggres tjenlig for statsdannelsen — litteraturen som
propaganda, matematikken igen alene som administrativt redskab i en
steerkt centraliseret forvaltning. Ferst den oldbabyloniske skriverskole
befinder sig i et kulturelt spaendingsfelt hvor matematikken igen tjener
ikke blot som redskab men ogsa som udtryk for skrivernes professionelle
identitet som virtuose praktikere. Det forklarer bade at den oldbabyloniske
matematik er »anvendt i form« (matematik der ikke formelt handler om

% Jfr. [Hoyrup 1982]. Denne opgave er det forste spor af den oldbabyloniske
periodes fordeling af »seerlige« tal: Dividenden er et rundt tal, og divisoren
irreguleer.
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praksis viser intet om regnerens vardi som praktiker) men »ren i substans«
(den matematik der bruges i praksis er for simpel til virkelig at udtrykke
virtuositet), og at den er »bestemt af sine metoder« og ikke af den
udfordring som abne problemer reprasenterer: for sa vidt matematik-
undervisningen treener praktisk kunnen ma den treene de relevante metoder
og derfor konstruere opgaver hvor de kommer i brug; for sa vidt den tjener
til at vise hvor virtuos skriveren er vil den finde pa opgaver der tillader
forblgffende brug af de sofistikerede metoder der allerede er til radighed.
Den oldbabyloniske matematiks materielle basis i en skole med tradition
for den slags (som udtrykt ogséa i dens tradition for brug af leksikalske
lister) forklarer endelig dens hgje grad af systematik: nar farst en sofisti-
keret (og praktisk irrelevant) teknik som den kvadratiske komplettering
er opfundet sgrger skolen for at treene dusin- eller hundredvis af analoge
men systematisk varierede opgaver.

Denne tolkning af den oldbabyloniske matematiks videnssociologi er
naturligvis en tolkning, omend den stattes af skriverskolens omgang med
andre vidensfelter og af den generelle karakter af de tekster der tjente til
at indpode professionsideologi i de kommende skrivere. Som kontrol af
tolkningens holdbarhed ser artiklens sidste kapitler derfor i yderste korthed
pa to forhold: Hvad skete der med den babyloniske matematik efter
sammenbruddet af den oldbabyloniske kultur og dens skriverskole? Og
hvad kan tveerkulturelle sammenligninger sige om sagen?

I11. Indflydelse pa greesk matematik?

Med [G] forlader vi som sagt det rent babyloniske omrade, uden dog
at kappe forbindelsen. Tveertimod handler den falgende artikel og de fleste
gvrige om direkte eller indirekte forbindelser mellem den babyloniske
skrivermatematik og andre matematiske traditioner og om de indsigter
I disse traditioners egen dynamik og indbyrdes forbindelser som det
babyloniske perspektiv abner for.

| dette kapitel, hvis perspektiv kan siges at vaere forbindelsen mellem
skrivernes »naesten-videnskabelige« matematik og den matematiske
videnskab der udformes i den graesk-hellenistiske antik, resumeres kun
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et enkelt arbejde. | naeste kapitel behandles (i sammendraget af [J])
forbindelser der kun kan spores pa den matematiske praktiks niveau.

H: “Dynamis, the Babylonians, and Theaetetus 147c7 — 148d7”

Udgangspunktet for dette arbejde var som sagt i indledningen en
tilffeeldig opdagelse: at den ofte diskuterede dobbelthed i den graeske
matematiske term d0vauig (snart kvadrat, snart kvadratrod) var ganske
analog med strukturen i det babyloniske mithartum, et kvadrat der
identificeres ved og derfor tendentielt med sin side; og at der derfor kun
er tale om en tilsyneladende tvetydighed. Hertil kom konstateringen af
at ogsa nogle vasentlige ikke-tekniske betydninger eller konnotationer
(fysisk styrke eller magt, handelsveerdi) var feelles for de to ord.

Analysen bygger pa en bred dakning af ordets forekomst som
matematisk term, ikke blot i den teoretiske matematik (hos Hippokrates
af Chios/Eudemos, Euklid, Archimedes, Apollonios, Heron, Pappos og
Diophant) men ogsa i filosofiske og filosofisk-litterzere tekster (Aristoteles
og pseudo-Aristoteles, Platon) og inden for den nikomacheansk-nypytha-
goreeiske tradition.

Det vigtigste resultat er maske at d0vaug-termen har indfgdsret i
logistikken allerede i det sene 5. arhundrede og bruges der for den
algebraiske anden potens, preecis som hos Diophant. Den tradition som
Diophant begrunder sin sprogbrug med er altsa mindst jeevngammel med
de fgrste nogenlunde dokumenterbare anvendelser af termen i den
teoretiske geometri (Hippokrates af Chios, Theaetetos). Ud fra hvad vi ved
om indflydelse fra den teoretiske matematik pa logistikken kan der derfor
ikke veere megen tvivl om at logistikkens dovapug er primeert og ikke lant
fra den geometriske teori. De to ma formodes at have en feelles kilde, med
mindre da geometriens d0vapig skulle veere lant fra logistikken.

Inden for geometrien hgrer termen hjemme inden for hvad Wilbur
Knorr har kaldt den »metriske« geometri som isar repraesenteret i Elementer
I1, X og XIII (men ogsa den simple pythagorziske leeresaetning hgrer med
til feltet, skent Euklid placerer den i bog | og kun den udvidede version
I bog Il); den er, med andre ord, iseer knyttet til hvad der er blevet betegnet
som den »geometriske algebra«. Alle forekomster af denne »geometriske
d0vauIg« passer med en begrebsstruktur svarende til det babyloniske
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mithartum: et kvadrat identificeret med sin side. Et sadant begreb er ganske
vist skeaevt i forhold til den almindelige graeske begrebsliggarelse af figurer
som en flade indeholdt af sine graenser — svarende ogsa til forstaelsen af
det andet kvadratbegreb tetpdywvov (jfr. Elementer I, def. 14 og 22); denne
begrebsmaessige inkongruens synes da ogsa at veere grunden til at S0vaplg
tenderer til at forsvinde ud af den aktive geometriske sprogbrug i det 3.
arhundrede f.v.t.

En logistisk algebratradition der kan falges tilbage til det 5. arhundrede
f.v.t. ma formodes at vaere importeret fra det syrisk-babyloniske omrade
(i [J: 31, 41] praesenteres et handfast eksempel pa greesk andengradsalgebra
med rod i den nergstlige tradition). Efter min geometriske gentolkning
af den oldbabyloniske »algebra« er det ogsa oplagt at spgrge om ikke
Neugebauers tolkning af Elementer-11 geometrien som en viderefgrelse af
den narorientalske algebra skulle vare beeredygtig, uanset Szabos og
Ungurus indvendinger mod dens oprindelige formulering (mere om
karakteren af denne viderefgrelse fglger i Del 2 af det naervaerende essay).

Strukturligheden mellem det babyloniske mithartum og det greeske
dovauig og de feelles bibetydninger af termerne er ikke noget bevis for
sammenhang mellem den metriske geometri og den babyloniske algebra:
der kunne veere tale om et tilfeelde. Men tilfeldet er lidet sandsynligt, ikke
mindst fordi dovapig-strukturen passer sa darligt til graeesk-geometrisk
tankegang i gvrigt. Det synes derfor mere plausibelt at det graeske ord er
blevet indfart som laneoversaettelse samtidig med at selve teknikken er
blevet lant — antagelig i farste omgang af regnere og landmalere. Pa det
tidspunkt hvor teoretiske geometere som Oenopides, Hippokrates og
Theodoros pabegynder deres kritiske undersggelse af den praktiske
geometris metoder og teknikker kan den oprindelige etymologi have veeret
glemt forleengst, og der er ingen grund til at forvente at de geometriske
tekster skulle indeholde andre spor af den end selve det lante begreb.

Sammenligningen med det babyloniske begreb paviser at det er muligt
at teenke et kvadrat som identificeret ved sin side, og efterviser derved
at denne tolkning af det geometriske d0vapic er meningsfuld. Heller ikke
pa dette punkt var de greeske matematikere mere forvirrede end gode
matematikere i almindelighed. Strukturlighed og feelles bibetydninger er
herudover, om ikke noget absolut tvingende bevis, sa dog et ekstra
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argument for at ikke blot den graeske logistik men ogsa den metriske
geometri har modtaget inspiration fra det syrisk-babyloniske omrade,
herunder fra den neergstlige algebra-tradition.

V. Subvidenskabelig matematik og
subvidenskabelige traditioner

Den greeske matematik er »videnskabelig« ved at veere startpunktet
for vor egen matematiske videnskab og desuden, knap sa banalt, ved
ligesom idealtypen for mere moderne grundvidenskab at sigte mod
systematisk oparbejdning af viden uden direkte sigte mod bestemte
anvendelser (i det graeske tilfeelde kan endda indskraeenkningerne »direkte«
0g »bestemte« selv indskraenkes, men det er en anden sag).

Den oldbabyloniske skriverskoles matematik blev ovenfor karakteriseret
som »nasten-videnskabelig«. Dens sigte var ganske vist ikke i sig selv
frembringelse af ny viden. | stedet havde den til formal, dels at tjene
bestemte beregningsmaessige anvendelser temmelig direkte ved at treene
passende metoder, dels at fremvise (og, nar den var mest kreativ, udforske)
reekkevidden af de professionelle redskaber. Det gjorde den til gengeld
planmaessigt, og skolens systematik i samvirke med den lejlighedsvise
tendens til udforskning af redskabernes reekkevidde resulterede rent faktisk
i opbygningen af en fond af viden der bedgmt pa omfang og sammenhang
kommer teet pa eller andda overgar udbyttet af meget af hvad der ellers
i far-moderne tid kan anses for »videnskabelig« aktivitet.

Dette kapitel betragter en tredie form for viden (isseer matematisk viden),
som jeg betegner som »subvidenskabelig«. Der er stadig tale om viden ud
over hvad der er allemandseje — altsa specialistviden; og der er stadig tale
om viden der ligesom skrivernes er orienteret mod brug. Men til forskel
fra den »naesten-videnskabelige« viden blev den subvidenskabelige viden
videregivet inden for de praktiske professioner selv, i den ene eller anden
form for mesterlaereforhold og uden brug af en seerskilt institutionaliseret
skole.

Da denne form for viden normalt er blevet baret af et mundtligt
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kommunikationsnet har den sjaeldent efterladt sig direkte spor i kilderne
undtagen nar den er stgdt sammen med og er blevet optaget i de viden-
skabelige eller naesten-videnskabelige videnstraditioner; i den henseende
ligner den subvidenskabelige videns skaebne det der skete med mundtlig
digtning fer folkemindeforskningen samlede den op. Vi genkender en
reekke kendte folkeeventyrsmotiver i Apuleius’ historie om Amor og
Psyche; vi kan se at Apuleius lader forteellersken praesentere beretningen
som »en af den slags historier som gamle koner forteeller« —og vi kan deraf
slutte at Apuleius har haft adgang til en mundtlig forteelletradition som
ikke har haft mulighed for at efterlade sig direkte spor.

Sammenligningen med den mundtlige underholdningsgenre er ikke
tilfeeldig. At 2-2 = 4 er sa meget af en selvfglge at der intet kan udledes
fra explicit eller implicit brug af seetningen om hverken vidensform eller
traditioner — specielt ikke nar vi ikke har direkte adgang til brugen men
kun til dens afspejling i en skriftlig tradition. Underholdningsopgaver
derimod (for hvis hjemsted i de subvidenskabelige traditioner og ikke i
bred folkelig kultur jeg argumenterer i artiklerne) er derimod ofte sa
seeregne enten i ikleedning eller i matematisk struktur at forekomsten af
en opgave kan tjene som ledeforstening for den subvidenskabelige tradition
der beerer den.

Kapitlet resumerer tre artikler. [1] praesenterer begrebet i almindelighed
og diskuterer det i forhold til diverse kilder. [J] bruger det pa den klassiske
antik som middel til at spore hvilke matematiske kulturer den har modtaget
pavirkninger fra. [K] falder lidt ved siden af, idet den fglger udbredelsen
af en bestemt form for sammensatte brgker, der i det hamito-semitiske
sprogomrade nok brugtes i den subvidenskabelige matematik men
tilsyneladende havde videre anvendelse, mens den ellers synes at vare
blevet baret af subvidenskabelige praktikere uden at brede sig videre.

I: “Sub-Scientific Mathematics. Observations on a Pre-Modern Phenome-
non”’

Dette stykke starter med at formulere den netop navnte sondring
mellem »videnskabelig« og »subvidenskabelig« viden, og papeger med
udgangspunkt i Aristoteles’ Metaphysika at de to former for viden i hans
verden blev baret af adskilte sociale grupper (artiklen skelner endnu ikke,
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som jeg her gar, mellem den skoleuddannede skriver- eller mandarinprofes-
sions viden og den subvidenskabelige viden, men omtaler i stedet
skrivernes viden som »skolasticeret subvidenskabelig viden«). Derefter gar
den opmarksom pa at sondringen ikke falder sammen med skellet mellem
»ren« og »anvendt« viden, idet ogsa den subvidenskabelige viden rummer
et niveau af »ren«, d.v.s. ikke-utilitaristisk viden, der dog ligesom det
»rene« niveau i den oldbabyloniske matematik tjener til at udfolde
professionens virtuositet. Den subvidenskabelige viden — hvoraf jeg herefter
kun skal betragte den subvidenskabelige matematik — bliver derfor ligesom
den oldbabyloniske skrivermatematik bade pa det teknisk anvendelige og
det »rene« niveau bestemt af sine metoder, og ikke af problemer; det rene
niveau bliver »anvendt i form« og kun »rent i substans«. Denne formelt
anvendte, substantielt rene viden er den der udtrykkes i underholdningsop-
gaverne®® — med det forbehold at der ikke kan lsegges noget skarpt skel
mellem underholdningsopgaver i denne strenge forstand og ikledte
skoleopgaver.

Efter disse begrebsafklaringer falger et forsag pa at afgreense nogle
hovedtraditioner, netop ved brug af »ledeforsteninger«. En saddan forstening
udger de multiplikativt sammensatte brgker og de »opadstigende keedebrg-
ker«, hvis udbredelse behandles langt mere fyldigt i [K]. En hel gruppe
af sammenhgrende ledeforsteninger (herunder »hestekgb i feellesskab« og
»de hundrede fugle«) synes i antikken at have varet udbredt i alle de
kulturer der forbindes af Silkevejen, og ogsa i middelalderen at have spredt
sig langs handelsvejene mellem Jstasien og Middelhavet. De er lokalt
sikkert ogsa blevet brugt af andre regnere, men udbredelsen viser at de

** Selve denne betegnelse er altsd misvisende. Underholdning bliver disse opgave
farst til nar de (som f. eks. i bog X1V af Anthologia graeca) lanes af skriftkulturen
og rubriceres sammen med gader og orakelsprog.

Sammenstillingen med gaderne er i sig selv ikke forkert. Underholdningsopga-
verne er netop gader for fagfolk, gader der kun kan forstas (og a fortiori lgses) af den
der besidder kundskaber (nemlig om beregning) ud over det almindelige.

Men heller ikke gader kan som bekendt forstds som »underholdning« inden
for den mundtlige kultur. De er, preecis som underholdningsopgaverne, udfordringer.
Jfr. f. eks. [Ong 1982: 44].

Dette bgr erindres, nar jeg i det fglgende holder fast ved den havdvundne
underholdningssprogbrug.
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er feelleseje for karavanevejenes handelsfolk.

Ogsa geometrisk praktik (landmaling, arkitektur m.v.) er i den far-
moderne tid et subvidenskabeligt felt. Med en vigtig undtagelse (som udger
rygraden i Del 2, men som omtales i andre termer i den narvaerende
artikel) er det her sveert at finde underholdningsopgaver der kan tjene som
ledeforsteninger; til gengaeld kan man i det mindste tentativt falge
processen hvorved forskellige subvidenskabelige traditioner syntetiseres
uden at e&endre deres karakter (og ikke ngdvendigvis med starre matematisk
praecision som resultat)?",

Den netop naevnte undtagelse har at ggre med den islamiske algebras
forhistorie. Som det fremgar indirekte af al-Khwarizmis forord og mere
direkte af hvad Thabit ibn Qurrah udtaler var al-jabr oprindelig en
subvidenskabelig tradition baret af praktiske regnere; at traditionen (i det
mindste den andengradsalgebra som al-Khwarizmi behandler i Bog 1) har
forbindelser til indisk matematik synes temmelig sikkert, men ogsa at der
ikke er tale om nogen afledning fra det hgjere niveau af indisk matematik
(i [J] behandles diskuteres fagrstegradsalgebraens mulige sarstilling).

Denne oprindelige al-jabr-teknik var aritmetisk og byggede pa faste
algoritmer. Al-Khwarizmi transformerede traditionen, bl. a. ved at indfare
(naiv-)geometriske beviser for algoritmernes rigtighed. Det er blevet
formodet at han opfandt beviserne under graesk inspiration, bl. a. fordi
diagrammerne er forsynet med bogstavidentifikationer af punkter og
fladestykker. Det er ogsa sandsynligt at selve malsetningen — at bygge
teknikkerne pa beviser og ikke kun fremszette dem som regler — er et
resultat af al-Khwarizmis kendskab til den graeske matematik; men
diagrammerne som indgar i beviserne synes at have deres rod i en anden
subvidenskabelig tradition, baret af landmalere og lignende grupper. |
denne tradition har de tjent i en sarlig form for underholdningsopgaver —
hvordan skal vi se pa under [L] og igen i stgrre dybde i Del 2.

’’En enkelt konkret fejl skal rettes: Note 39 og den forudgéende tekst (s. 76)
gentager kritiklgst pastanden om at Babylonierne brugte en korrektionsfaktor der
tillod dem at beregne cirkler svarende til en Teveerdi 3!/, [Bruins & Rutten 1961].
Som naevnt af Joran Friberg [1990: 538] og eftervist i detalje af Kazuo Muroi [1992]
har pastanden intet grundlag i den formodede kildes tekst.
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Artiklen ender med nogle korte bemarkninger om ombrydningen af
forholdet mellem praktiker- og teoretikerviden. Som det diskuteres ngjere
I [N] udger Herons og visse andre alexandrineres arbejde et farste forsgg
pa at supplere den subvidenskabelige viden med viden afledt fra den
teoretiske tradition. En begyndende egentlig, dobbeltsidig syntese kommer
det forst til i den islamiske middelalder og den europeaiske renassance,
og en virkelige samarbejdning af de to videnstyper ma vente til i den
moderne epoke —og selv her er den aldrig endegyldig. Som Eduardo Ortiz
har gjort mig opmarksom pa [privat meddelelse] er den trekantgeometri
der optraeder i det sene 19. arhundrede i Journal des mathématiques élémen-
taires og beslaegtede tidsskrifter (hvis publikum bestod af ingenigrer,
officerer og andre matematisk dannede praktikere) med hundredvis af
opgaver i and og brug tet besleegtet med den gamle subvidenskabelige
matematiks underholdningsopgaver, og endnu taettere maske med den
oldbabyloniske »andengradsalgebra«. En nyfunden samling af matematiske
opgaver (se [Meyer & van Manen 1991]) kommer med sin mangel pa
systematik endnu teettere pa den subvidenskabelige underholdnings-
matematik. Den er formodentlig sammenstillet af sgofficeren Christian
Hayer i1 1792/93, og domineres af opgaver der formelt har at ggre med
navigation eller anden sgofficersmatematik, men som ikke svarer til nogen
praktisk mulig situation.

| ingen af tilfeeldene er der tale om nogen form for kontinuitet med
de farmoderne subvidenskabelige traditioner. Selve eksistensen af praktiske
professioner der bruger matematik ud over det alment bekendte niveau
frembringer (betinget bl. a. af den made de uddannes pa) en bestemt
orientering af tankeformen.

J: “Sub-scientific Mathematics: Undercurrents and Missing Links in the
Mathematical Technology of the Hellenistic and Roman World”

G. J. Toomer argumenterede i [1984] for at det vedtagne passer-og-
lineal-billede af den graeske matematik er forvraenget af den sortering som
de byzantinske afskrivere og laerere foretog. Artikel [J] starter med at
vurdere graden og arten af denne forvraengning og kommer til den
konklusion at den trods alt er begraenset for sa vidt angar den matematik som
de kulturbarende lag i den graeske og hellenistiske ville vaere ved. P4 den anden
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side er det klart at de behov for matematisk planlaegning og beregning
som ligger bag udviklingen af den babyloniske og segyptiske matematik
stadig var til stede og blev varetaget professionelt — men abenbart sub-
videnskabeligt og hgjst i det egyptiske omrade af folk med en slags
skriverskoleuddannelse.

Artiklen forsgger derfor at undersgge hvad anleeggelsen af det i den
forrige artikel udviklede perspektiv kan leere os om den antikke verdens
matematik. Netop fordi den praktiske beregning og matematiske plan-
legning blev varetaget af kulturelt stumme grupper er det ngdvendigt at
se pa hvilke traditioner der har eksisteret i forgeenger- og nabocivilisationer
og hvilke der dukker op igen i de tidligt-middelalderlige kilder; kun derved
bliver det muligt at tolke de isolerede men trods alt ikke helt fa hen-
visninger og papyrusfragmenter der viser hen til den subvidenskabelige
aktivitet, og kun derved bliver det muligt at se hvor den videnskabelige
matematik har hentet inspiration fra de subvidenskabelige stramninger.

Artiklens kapitler nr. ii og iii er almene redeggrelser for ngdvendig-
heden af »subvidenskabelighed« som historiografisk kategori og for det
dertil hgrende begreb om »subvidenskabelige traditioner«, som til dels er
formuleret anderledes (og grundigere) end i [I]. Derefter falger en
praesentation af »silkevejs-netvaerket« (igen grundigere end i [I]) og en
undersggelse af dets tilstedeveerelse i den antikke verden, bl. a. i Diophants
Arithmetica.

Ogsa undersggelsen af de sammensatte brgkers tilstedeveerelse i kilder
med oprindelse i antikken er grundigere end i [I], men en redeggrelse
udskydes stadigvaek med fordel til praesentationen af [K].

Algebraen behandles i flere omgange. Under diskussionen af silkevejs-
netveerket bemarkes det at den aplOu6¢-baserede farstegradsalgebra som
Diophant deler med den aritmetiske Papyrus Michigan 620 kunne synes
at vaere 1 meget nzer familie med den arabiske Say’- (latin: res-) algebra
og Leonardo Fibonaccis regula recta, som efter al-Khwarizmis Algebra at
dgmme ikke ngdvendigvis hgrer organisk sammen med al-jabr. Nogle
spredte andengradsopgaver er efter alt at dgmme lant fra den land-
malertradition der omtaltes under [I], og som er central for [L] og i Del 2
af denne oversigt. En enkelt opgave hos Heron er utvivisomt lant fra en
tradition der ogsa giver sig nedslag i en oldbabylonisk tekst, og som synes
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overleveret ad anden vej end landmalertraditionen, mens denne kan ligge
bag Diophant, Arithmetica I, xxvii—xxx (jfr. nedenfor, s. 96). Alt tyder dog
pa at i det mindste regula recta og »landmaler-algebra« allerede leenge inden
Diophant var smeltet sammen i én praksis.

Til slut argumenteres der for tilstedeveerelsen af forskellige andre mere
eller mindre klart afgraensede traditioner og stremninger inden for den
antikke verdens subvidenskabelige matematik. Konklusionen bliver at den
antikke verden, under den kulturelle bevidsthedsteerskel, blev gennem-
krydset af en mangfoldighed af vekselvirkende subvidenskabelige
stremninger, og at dele af denne uofficielle og i hovedsagen mundtlige
matematiske kultur blev veesentlig for hvad der foregik over den samme
bevidsthedsteerskel, i den videnskabelige matematik.

K: “On Parts of Parts and Ascending Continued Fractions”

Denne artikel eftersporer i detalje udbredelsen af det system af
multiplikativt og multiplikativt-additivt sammensatte brgker som de to
forrige inddrager som en del af deres underlag. Den fgrste type omtales
ogsa som »dele af dele, f. eks. »¥%, af %«; den anden er de »opadstigende
keedebraker«, f. eks. »%, og % af 4«. De opadstigende kaedebragker med
en tilhgrende notation kendes fra Leonardo Fibonaccis Liber abaci, og
introduceres ogsa (med en anden terminologi) i Jordanus af Nemores
algorismer, hvor deres tilstedeveerelse dog er forblevet ubemarket og
uforstaet. Takket vaere forekomsten i Liber abaci indtager de en beskeden
plads i ssnmiddelalderens og renassancens italienske matematik (da dette
stilfeerdige efterliv er beskrevet i detalje af Kurt Vogel [1982] har jeg udeladt
den del af historien).

Leonardo har lant sit begreb fra den islamiske verden, hvor systemet
fratidlig tid hgrer ssammen med »fingerregningstraditionen« og de verbalt
udtrykte tal, og altsd med de praktiske regneres teknik (Leonardos kilder
havde dog forlengst integreret systemet med brugen af den indiske
talnotation). Det har veeret bekendt i mange ar, og spgrgsmalet har veeret
hvor den arabiske verden havde systemet fra, og om den havde det
andetstedsfra eller selv udviklede det.

At materialet til besvarelse af dette spgrgsmal blev publiceret allerede
i 1946 er ikke blevet bemeerket af dem der stillede det. En oldbabylonisk
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tekst viser sig at gare systematisk brug af opadstigende kaedebrgker, og
en anden indeholder et enkelt eksempel; »dele af dele« bruges i ikke sa
fa andre, endda i eksperimenterende udbygning (og fejlfortolket af
udgiverne) i en tekst fra Susa. Bortset fra detaljer findes det »arabiske«
system altsa i brug i det semitiske sprogomrade allerede 2500 ar tidligere.
Konteksten for de fleste af forekomsterne tyder pa at der var tale om et
praktikersystem som skriverskolen normalt kun greb til hvis metrologiens
normale opdeling i underenheder svigtede, i opgaver af egentlig gadekarak-
ter, og hvis der var brug for at skabe useedvanlige variationer af kendte
opgavetyper.

Det babyloniske system har (rimeligvis i form af et beslaegtet fanikisk/
syrisk system) sat sig et enkelt spor i den greeske antik. En stor del af de
aritmetiske epigrammer i Anthologia graeca XIV indeholder brgkudtryk —
nogle de saedvanlige greeske, d.v.s. a&gyptiske stambrgker, og nogle en
parodisk variant af de multiplikativt sammensatte brgker. Hvilken form
for brgker der anvendes viser sig at afhaenge af opgavens iklaedning: Alt
hvad der har at ggre med handelsveje, dagens timer, solursfremstilling
0g notarberegning (og en enkelt opgave der ved sit navnevalg antyder at
handle om en syriske begivenhed) bruger de parodierede sammensatte
braker. Livets aldre, handvarksproduktion, mytologiske temaer, fyldning
af cisterner fra flere kilder, testamenter, stjalne &bler og valngdder: alt dette
regnes til gengeeld graesk-agyptisk. Opgaverne synes — enten ved direkte
at have deres oprindelse i sadant miljg eller ved at spille pa dets made
at betegne brgker pa - at fortelle at sammensatte brgker blev brugt at
udgvere af teknologier der var lant fra det babylonisk-syriske omrade, men
ellers ikke. Det synes som om sprogbrugen er blevet importeret og har
overlevet inden for en bestemt subvidenskabelig praksis, men har varet
ude af stand til at sprede sig; forholdet er ikke ulig hvad der i [H] formodes
om termen d0OVAUIC.

| én anden kilde med radder i den klassiske antik optreeder der ganske
vist ogsa sammensatte brgker, endda rudimentzere opadstigende kaedebrg-
ker: opgavesamlingen Propositiones ad acuendos iuvenes, der sandt nok som
hele ikke kan spores lengere tilbage end til ca. 800, men hvis materiale
i hvert fald i hovedsagen (og hvad angar de her interessante opgaver) ma
have ndet Gallien i lgbet af senantikken. En gruppe af opgaverne er
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varianter over mgnsteret fra nr. 2 [ed. Folkerts 1978: 45f]:

En vandringsmand sa et antal andre maend komme sig imgde og sagde til dem:

Gid der var lige sa flere af jer som der er, og halvdelen af halvdelen, og dertil

halvdelen af [denne] halvdel; sa ville | sammen med mig veere 100. Lad den

der kan sige hvor mange det var han s i farste omgang'?.
Uden for denne opgavegruppe bruges hverken dele af dele eller op-
adstigende kaedebrgker — heller ikke i opgaver hvis ikleedning i Anthologia
graeca ville have hidfart brugen af sammensatte broker.

Opgaverne synes da ogsa naermere beslaegtet med en opgavetype fra
den a&gyptiske matematiske Papyrus Rhind (hekat-opgaverne) end med
noget andet tidligere kendt”!. Netop i én af disse optreeder hvad der
mig bekendt er den eneste (ligeledes rudimentaere) opadstigende kaedebrgk
I det samlede aegyptiske materiale [Chace et al (eds) 1929: pl. 59]:

Jeg [en krukke med ukendt rumindhold] gar 3 gange ind i hekat-malet, 7 af

mig fajes til mig, ¥4 af % af mig fejes til mig, % af mig fejes til mig; jeg vender

tilbage, tilfredsstillet. Hvad siger det?

Opgave 67 fra samme papyrus indeholder udtrykket »% af Z«. Igen er der
tale om en opgave i gadeformat (den eneste i dette format bortset fra hekat-
opgaverne), og igen er det ikke en skriver men en uleerd (denne gang en
hyrde) der siger det. Et sidste eksempel stammer ikke fra en gade, men
nok fra en (endnu) ikke ganske leerd, fra en skriver under uddannelse som
synes at veere kommet til ved en fejltagelse at bruge udtrykket »%, af 7,
hvor skrivernormen ville kraeve »Z,,+7,«.

% Oversettelsen er min, som alle folgende oversettelser til dansk. Problemet skal
forstas som 2n+'/,- (2n)+'/,-*/,- (2n)+1 = 100.

2 Til artiklens argumenter for at den karolingiske opgavegruppe har en sarskilt
oprindelse kan fgjes endnu et (som ganske vist har begraenset barekraft).
Propositiones indeholder de tre tidligste kendte varianter af gdden om ulven, geden
og kalhovedet; [Tropfke/Vogel 1980: 658f] kender ikke til forekomster uden for
det omrade der kan have leert gaden fra den karolingiske tekst — men den findes
vidt udbredt i Afrika (se [Zaslavsky 1973: 109] og isar [Ascher 1991: 110-115]) -
alt for vidt udbredt til at det kan forklares ved missionarers og handelstationers
indflydelse. Dertil kan fgjes at en del spil (en beslaegtet genre) med tilsvarende
udbredelse allerede er dokumenteret i det faraoniske Agypten. Propositiones
indeholder altsa endnu en gruppe opgaver med afrikansk/aegyptisk affinitet, og
som ikke synes kendt fra asiatiske kilder.
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Som Friedrich Engels vistnok siger (og vistnok i polemik mod Whewells
induktivisme) er én dampmaskine nok til at vise at det kan lade sig gare.
Tilsvarende er de to formuleringer i Papyrus Rhind nok til at vise at det
var muligt at bruge multiplikativt og multiplikativt-additivt sammensatte
breker i det tidlige 2. artusindes £gypten, samtidig med at de (og fraveeret
fra de matematiske tekster i gvrigt) viser at de ikke hgrte til skriverstandar-
den. Da hyrden endda citerer tallet som den regel han har at holde sig til
ma man derimod formode at det har veret standardsprogbrug i den
sammenhang - i skrivernes/afgiftsopkreevernes omgang med en uleerd
profession hvor kun elementear regning var involveret. Som i Babylonien
(og mere udpreaeget) ser det ud til at der er tale om en folkelig made at
udtrykke braker pa. | stedet for at videreudvikle systemet af simple brgker
(%, 7, 4, ) til de uoverskuelige summer af stambrgker foretrak daglig
tale (nar den var tvunget til at tale om brgker) at sammensztte multi-
plikativt. Ud fra overvejelser om kronologi og praktisk brugbarhed
argumenterer artiklen for at dette folkelige system faktisk méa veere det
grundlag ud fra hvilket skriverskolen i det Midterste Rige udvikler
stambrgksystemet til den teoretiske perfektion vi kender fra Papyrus Rhind.

Uden for det hamito-semitiske sprogomrade viser vore sammensatte
breker sig kun at overleve sa leenge de kan hzfte sig pa en bestemt
tradition eller praktikergruppes aktivitet. De er abenbart ikke nogen
»naturlig idé«. Da de oven i kabet er overfladige bade i Anthologia graeca
og i Propositiones ad acuendos iuvenes ma de formodes at veere importeret
sammen med sub-videnskabelige traditioner. | det fagrste tilfaelde er der
ikke nogen rimelig tvivl om kilden; i det sidste er den eneste kendte mulige
forlgber de aegyptiske hekat-opgaver, men intet ngjere kan siges om de
mulige transmissionsveje.

Hvad angar forholdet mellem den zgyptiske og den babyloniske
forekomst af systemet er det ogsa umuligt at sige noget definitivt. Der kan
i princippet vere tale om et direkte lan (der igen ville vaere blevet baret
af handelsfolk og altsa veere subvidenskabeligt), men intet positivt taler
for det. Der kan ogsa veere tale om en falles sproglig arv, men heller ikke
dette er overbevisende ud fra hvad vi ved om opsplitningen af den hamito-
semitiske sproggruppe. Mest sandsynligt er det at delte underliggende
sprogstrukturer (eller maske delte regneteknikker) har gjort udviklingen
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af systemet til en mere naerliggende mulighed end det synes at have veret
i andre sprogomrader.

Bedst af alt illustrerer artiklen maske hvor meget vi ikke far at vide
om den tidlige matematiks historie nar vi holder os til de store skriftlige
traditioner —selv i veludforskede omrader som den graeske antik, Babyloni-
en og Agypten. Den viser ogsa hvor sveert det er at fa fast grund under
fadderne nar vi fjerner os fra kernen af de skriftlige traditioner og praver
at bruge de fa tekststeder hvor den mundtlige kultur snakker med.

V. Landmaler-algebraen og al-jabr

Hovedstykket i dette kapitel er [L], undersggelsen af den »landmaler-
algebra« som omtales jeevnligt i det foregaende, af dens betydning for al-
Khwarizmis Algebra, og af dens rgdder. [M] er umiddelbart mere snaever
I sit sigte, nemlig en sammenlignende undersggelse af forskellige versioner
af al-Khwarizmis Algebra; resultaterne viser sig imidlertid uventet infor-
mative om hvordan al-Khwarizmi forholdt sig til sin samarbejdning af
forskellige subvidenskabelige traditioners materiale til en ny syntese.
Herudover rejser undersggelsen tvivl om det tekstlige grundlag for en
hypotese der formuleres mest fyldigt i [L] men ogsa optreeder andre steder.

L: “»Algebre d’al-gabr« et »algébre d’arpentage« au neuvieme siécle
islamique et la question de I'influence babylonienne”

Denne artikel rummer som sagt en ngjere undersggelse af »landmaler-
algebraen, dens indflydelse pa al-Khwarizmis nyformulering af algebraen,
og dens forbindelser bagud i tiden. Pa det sidste punkt taler den om
landmalertraditionen som afledt af den oldbabyloniske »skriverskolealge-
bra«, hvor jeg nu mener at have argumenter for at forholdet er mere
komplekst. Det argumenterer jeg for i Del 2, som generelt er bygget op
med landmaler-algebraen som ledetrad; jeg skal derfor ggre dette referat
ganske kort.

Artiklen leegger ud med en praesentation af den fgrste del af al-
Khwarizmis Algebra, specielt forholdet mellem retorisk reduktion til
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grundtilfelde, lgsning af disse ved hjelp af standardalgoritmer, og
geometrisk eftervisning af algoritmernes korrekthed. Den fremdrager
specieltargumenterne for at al-jabr er en velkendt subvidenskabelig teknik,
inden for hvilken andengradsproblemerne udger det »bleendende« niveau
(ordet er al-Khwarizmis — pa arabisk latif), og for at denne oprindelige
al-jabr-teknik har veeret rent aritmetisk i teknik og konceptualisering, mens
beviserne er nytilkomne — ikke opfundet af al-Khwarizmi men tilsyneladen-
de hentet fra en anden tradition. Argumenterne for dette sidste punkt er
dels de geometriske bevisers tilstedeveerelse i ibn Turks Algebra (der efter
alt at demme er uafhangig af al-Khwarizmis), dels nogle af al-Khwarizmis
egne formuleringer,

—dels og veesentligst den Liber mensurationum som en i gvrigt uidentifi-
ceret Abu Bakr har skrevet, antagelig i det sene ottende eller det tidlige
niende arhundrede, og som er overleveret i en latinsk meget pracis
overseattelse fra Gherardo af Cremonas hand (desveerre bygget pa et noget
korrupt manuskript).

Farste del af Abu Bakrs arbejde rummer mest »omvendte landmalings-
opgaver, startende med opgaven at finde siden af et kvadrat nar summen
af siden og arealet er 110. Ofte gives der to lgsningsmetoder, den sidste
»ifglge aliabrax (som synes at veere en fgr-al-Khwarizmisk al-jabr, idet
brugen af vise nggletermer afviger fra og forekommer at veere oprindeligere
end al-Khwarizmis). Den fagrste metode har efter alt at demme veeret en
naiv-geometrisk klippe-klistre teknik, ikke blot analog til den oldbabyloni-
ske men ogsa (som det fremgar af specielle matematiske seedvaner, seerlige
problemtyper, og af hele den sproglige organisering af materialet) i teet
familie med den oldbabyloniske »algebra«.

Abu Bakrs grundteknik synes, som der argumenteres, at kunne fgres
tilbage til en subvidenskabelig tradition baret af geometriske praktikere —
primeert tilsyneladende landmalere, siden opgaverne handler om deres
praksis (at ogsa andre former for subvidenskabelig matematik har overlevet
i omradet i de samme 2500 ar vises ved et andet eksempel; at det 10.
arhundredes praktisk-geometriske specialister faktisk dyrkede klippe-klistre-
geometri ved vi fra Abu’l Wafa’). Efter alt at dgmme er det fra denne
tradition al-Khwarizmi og ibn Turk har lant deres geometriske beviser.
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M: “»Oxford« and »Cremona«: On the Relations between two Versions
of al-Khwarizmi’s Algebra”

I [L] udkastes den hypotese at udtrykket »augmentatio et diminutio«
(som muligvis bruges som betegnelse for klippe-klistre-teknikken et enkelt
sted i Liber mensurationum) kunne svare til al-jam* wa’l tafrig, et emne som
islamiske matematikere (bl.a al-Khwarizmi) skrev adskillige nu tabte veerker
om i det9. og 10. arhundrede. Da Gherardo af Cremona var uhyre ngjagtig
som oversatter var det mit hab at en sammenstilling af hans oversattelse
af al-Khwarizmis Algebra med den bevarede arabiske tekst kunne bekraefte
eller afkraefte hypotesen.

Det viste sig ikke at kunne lade sig ggre. Gherardos oversattelse af
al-Khwarizmi er nok precis, men dog ikke bygget pa brug af faste
a&kvivalenter for de enkelte arabiske gloser, end ikke inden for den enkelte
oversattelse og dermed slet ikke nar man gar fra én overseattelse til en
anden. Til gengeeld gav sammenligningen af Gherardos latinske over-
seettelse og den kendte arabiske version af al-Khwarizmis tekst andre, til
dels uforudsete resultater.

Uforudset var iser at den kendte arabiske tekst i vigtige passager ikke
kan veere al-Khwarizmis original men ma veaere genskrevet. Genskrivningen
ma endda veere foregaet i mindst tre trin: Nemlig en grammatisk normali-
sering og et efterfalgende mislykket forsgg pa forbedring af et bevis som
allerede indgar i den tekst som Robert af Chester oversatte; og mindst én
redigering af et bevis der ligger imellem Robert af Chesters forleeg og den
foreliggende arabiske ordlyd. Gherardos oversettelse er, sa langt den gar,
teettere pa originalen end nogen anden publiceret version (andre arabiske
manuskripter er kendt, men ingen af dem er undersggt).

Af vigtighed for forstaelsen af al-Khwarizmis syntese mellem forskellige
traditioner og tenkemader er iser ét forhold. De subvidenskabelige
traditioner (og ogsa de oldbabyloniske tekster) er formuleret i jeg/du-form
eller imperativ, ofte i kombination med en »han« der har stillet opgaven;
senere arabiske matematik overtager og skeerper den graeske tendens til
at bruge »vi«. Gherardo viser sig at veere langt palideligere end konkurren-
terne i sin gengivelse af hvornar al-Khwarizmi har brugt den ene ud-
tryksmade og hvornar den anden.

Al-Khwarizmi pa sin side viser sig i sit valg af grammatik at forholde
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sig til i hvilket led af sin syntese han bevaeger sig. Nar han prasenterer
materiale der er taget fra al-jabr-traditionen — regler savel som opgaver og
metoder — bruger han dens tilvante jeg/du/han-form. Nar han konstruerer
de geometriske figurer der bruges i beviserne — et trin der er lant fra
landmalertraditionen — taler et jeg. Og nar han rasonnerer over de
konstruerede figurer og altsa transformerer den til beviser, er subjektet
et graesk vi.

Fra denne forblgffende skarpe regel er der kun to undtagelser, en
tilsyneladende og en agte. | det farste bevis, det som allerklarest lseegger
sig op ad klippe-klistre-traditionen, udfgrer jeg i stedet for vi en subtraktion;
men undtagelsen er antagelig netop kun tilsyneladende, en forklaedt
bekraeftelse, for den pageeldende subtraktion ville i en oldbabylonisk klippe-
klistre-procedure veere en figurmanipulation, »udrivning« af det der er
tilfgjet under den kvadratiske komplettering (beviset refereres nedenfor,
S. 69). Dette er det farste af to beviser for tilfeeldet »en formue og ti af dens
kvadratrgdder er 39« (jfr. s. 14), og efter alt at demme det oprindelige (al-
Khwarizmi lover ét diagram for hvert af de tre inhomogene tilfeelde, men
giver faktisk to for dette. Det alternative bevis (det der citeres pa s. 14)
er derimod gennemgaende formuleret i »graesk« form. Afvigelsen fra alle
andre beviser er sa sldende at man kunne fa mistanke om at dette
alternative bevis er lant af en senere hand fra f. eks. ibn Turk, der har dets
geometriske substans; men maden hvorpa bogstaver bruges til identificering
er sa teet pa det forrige bevis og sa fjernt fra alt andet at en fremmed hands
indblanding synes mindre plausibel end en senere revision udfgrt af al-
Khwarizmi selv.
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V1. Modernitetens begyndelse: Syntesen af teori og
praksis

Al-Khwarizmis forblgffende skarpe grammatiske skelnen mellem
diskurstyper viser at han ma have veret fuldsteendig klar over hvad han
var i feerd med at skabe: En syntese mellem typer af matematisk praksis
som indtil hans tid havde hgrt til i forskellige universer. Han er dermed
en aktiv deltager i skabelsen af hvad jeg parallelt med talen om et »graesk
mirakel« har kaldt det »islamiske mirakel«. Dette sidste — opdagelsen af
at ingen praksis er for ringe til at kunne tjene som udgangspunkt for
teoretisk overvejelse, og ingen teori er for fornem til at kunne informere
praksis —er et ikke mindre ngdvendigt skridt mod den moderne videnskab
end den greeske opdagelse af teorien som mulighed. Dette mirakel (mere
preecist, dets manifestation i matematikken) er hvad der skiller de indtil
nu behandlede former for matematik — skrivertraditionerne, den sub-
videnskabelige matematik, og endda den greeske geometri — fra den
matematik vi kender, og det er samtidig det der skaber forbindelsen mellem
»dem« 0g »0Ss«.

Det sidste af de indleverede arbejder sigter pa at lokalisere og karakteri-
sere dette »islamiske mirakel«, og forsgger at forklare hvilke trek i den
islamiske kultur®? der muliggjorde det.

N: “The Formation of »Islamic Mathematics«. Sources and Conditions”

Nar Islams matematikere og lexikografer opregnede matematikkens
feedre og de far-islamiske matematiske arbejder de kendte til blev listen
rent graesk. Indisk astronomisk matematik og al subvidenskabelig inspira-
tion var naet frem til dem i anonym form. De skrevne kilder taler her om

% Ordvalget er ikke tilfeldigt. | den islamiske kultur deltager ogsé ikke-muslimer;
dens skriftlige produkter er ganske vist for hovedpartens vedkommende og for
sa vidt vi taler om den middelalderlige matematikhistorie, forfattet pa arabisk; men
nogle er skrevet pa persisk eller hebraisk, og langtfra alle hovedpersoner havde
arabisk som modersmal.
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»byzantinernes og arabernes regning« (d.v.s., fingerregningen), »inderex,
»persere«, »al-jabr-udgvere«, »skrivere« 0.s.v.

Men al-Khwarizmi var ikke ene om at forene den graske teori og
de anonyme og hovedsagelig subvidenskabelige matematiske teknikker.
For sa vidt der kan tales om et feelles projekt for den islamiske verdens
matematikere (uanset om der er tale om forfattere af regnebgger for
praktikere eller matematisk aktive astronomer) fra det tidlige 9. arhundrede
og fremefter er det netop denne samtaenkning og gensidige frugtbarggarelse,
ikke blot af »know-how« og »know-why« men ogsa af forskellige traditioner
inden for de to felter. Noget tilsvarende gaelder pa andre vidensfelter.

For sa vidt dette fenomen overhovedet er blevet bemarket, er det
normalt blevet forklaret uspecifikt, som et resultat af etableringen af
Khalifatet som storrige med en blomstrende gkonomi og fri kommunika-
tion. Lejlighedsvis er ogsa den islamiske kulturs relative tolerance blevet
navnt.

@konomisk og kulturel blomstring, kommunikation og kulturel
tolerance har utvivisomt veeret ngdvendige forudsaetninger; men de havde
ogsa karakteriseret en reekke tidligere storriger i omradet siden etableringen
af det achaemenidiske Persien. Som papeget af Carl Nylander [1979] er
f. eks. Persepolis med hensigt opfgrt som udtryk for kulturel integration,
og mange traek i det ptolemaiske A£gyptens kultur kan fgres tilbage til
en tilsvarende tilstraebt kulturel synkretisme. Integration af videnstyper,
specielt af »hgj« og »lav« viden, var imidlertid aldrig blevet til noget trods
tillab i Alexandria. Sa leenge vi ikke ved hvilke serlige treek der karakteri-
serede den islamiske verden ggr de uspecifikke forklaringer os derfor ikke
ret meget klogere.

Det eneste alvorlige forsgg pa specifik forklaring af den islamiske
interesse for far-islamisk videnskab peger pa en formodet intellektuel
kappestrid mellem kristne, jeder og muslimer i det ottende arhundredes
Syrien. Forklaringen lider af adskillige mangler. For det farste savnes der
belaeg for at situationen har eksisteret; for det andet ville konkurrence ikke
kunne forklare at den islamiske la&erdom i ét spring lader konkurrenterne
hablagst bagude; for det tredie ville en orientering efter traditionelt
organiseret viden modvirke og ikke fremme en ny vidensorganisering.

Alternativt kunne man forsgge at finde en forklaring ved at se pa de
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seerlige institutioner der bar den islamiske verdens videnskab. Det ville
svare til den made hvorpa jeg i [G] og [I] analyserer skriverskolematematik-
kens og den subvidenskabelige matematiks seeregne vidensorganisering.
Da imidlertid det 9.-10. arhundrede var en epoke hvor islamisk videnskab
skabte sine institutioner nok sa meget som den selv blev formet af institutio-
nerne, er heller ikke en forklaring gennem institutioner fyldestggrende.
Det eneste der bliver tilbage (efter at ogsa det falles arabiske sprog kan
affeerdiges) er de holdninger og veerdier der preegede den islamiske kultur
som helhed, samt de globale strukturer der frembragte og formede
holdninger og verdier.

Det 9. og 10. arhundredes Islam var i princippet fundamentalistisk,
d.v.s., religionen var ikke kun én side af verdenssynet og organiseringen
af det sociale liv. Det havde Islam til faelles med samtidige store religioner,
kristendom savel som judaisme, og til gengald ikke med antikkens
traditionelle bystatsreligion (for hvilken begrebsparret fundamentalisme/
sakularisering er inadaekvat). Hvad angar graden af religigs binding falder
Islam antagelig et sted mellem kristendom og judaisme. Men Islam var
ene om ikke at have nogen socialt segregeret udleegning af sin fundamenta-
lisme, alene om at veere en fundamentalisme uden presteskab. Derved fik den
enkelte muligheden for selv at tage stilling til sammenhangen mellem det
yderste og dagligdagen.

Dertil kom to andre treek. Viden ngd en udtrykkelig agtelse som tema
for sig. Ogsa dette er set andetsteds, men hvor samtidig en socialt separat
gruppe (»et praesteskab«tY) er beerer af den autoriserede form for viden
farer en sadan agtelse ikke til nogen syntese af hgj og lav viden men til
det modsatte. Men selv den religigse viden blev i den islamiske verden
baret af folk der var engageret i det praktiske liv — som administratorer,
som handvarkere, som handelsfolk, som lzerere i praktiske fag. Viden blev
derfor tendentielt til enhver slags viden, og (enhver slags) viden til et muligt
udtryk for forbindelsen mellem det yderste og dagligdagen.

At ogsa matematisk viden kan veere et udtryk for den fundamentalisti-

3! Et sddant »praesteskab« behgver ikke veere religigst; én funktion af renaessance-
humanismens brug af antikke forbilleder (f. eks. Archimedes i matematikken,
Vitruvius i arkitekturen) var netop at de tillod opretholdelsen af statusforskellen
mellem »mekanisk« og »teoretisk« viden — jfr. [Biagioli 1989: 60ff].
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ske forening af tilveerelsens niveauer, netop ved med teoretisk stringens
at treenge frem til den yderste abstraktion og dernast vende tilbage og
anvende det vundne i den astronomiske dagligdag (i trigonometrisk
beregning), har al-Biruni (som citeret pa s. 306f) udtrykt med stor styrke —
nok med starre styrke end de fleste, men mgnsteret synes at veere generelt
og traeder frem med seerlig skarphed nar man sammenligner med den
latinske hgjmiddelalder. | den tidlige periode ser netop den praesteskabslase
fundamentalisme ud til at vaere en hovedforklaring pa de normer for hvad
viden skal veere som inspirerede tendensen til syntese; at disse normer fik
en korpus af faktisk viden at forme skyldtes sa naturligvis, ud over den
hgje agtelse for viden i almindelighed, en flerhed af specifikke forhold —
ikke mindst en raeekke 'Abbaside-khaliffers personlige engagement og deres
brug af den graesk-inspirerede leerdom som afbalancering af de religigst
leerdes tendens til politisk ubekvem praesteskabsdannelse.

| det lange lgb kom det ogsa i Islam til en kodificering af hvilken slags
viden der var religigst relevant — og den ere fik den graesk-inspirerede
matematik ikke. Men laenge inden det skete havde den islamiske laerdom
faet formet sine institutioner. Som seerlig vigtige for matematikken naevner
artiklen to: udarbejdelse af store regnebgger, en seedvane der fra det 11.
arhundrede var knyttet til madrasah-institutionen; og den teoretiske
astronomi knyttet til hofastronomi og -astrologi. Begge viderefgrte som
en selvfalge skant pa nye betingelser (det er nu engang institutioners szer-
kende) de veerdier der havde formet det 9. og 10. arhundredes islamiske
videnskab. Den syntesedannelse der havde taget sin begyndelse i det
niende arhundredes start fik dermed mulighed for at udfolde sig i
modenhed pa et tidspunkt hvor de betingelser der oprindelig havde sat
processen i gang var forsvundet?,

Det islamiske mirakel blev ikke importeret i sin helhed til senrenaessan-

%2 Det kan synes paradoksalt at videnskabelig modning skulle vaere et produkt af
institutionel inerti, men der er ikke tale om noget enestaende tilfeelde. Praecis det
samme synes faktisk at gaelde for det »greeske mirakel«: Dets udgangspunkt er
en Kkritisk oplysningsbestraebelse med underlag i bystatsdemokratiets politiske
diskurs; men det naermer sig farst modenhed med Aristoteles i det makedonsk
dominerede Athen, og nar den farst i det despotiske Alexandria (jfr. [Heyrup 1985:
17-30]).
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cens Europa. Inspirationen til at viderefgre miraklet kom, sa vidt den
overhovedet blev overfort, fra importerede varker, og farst pa et tidspunkt
hvor den europziske leerdom var i stand til at forsta budskabet. Men ogsa
det greeske mirakel blev primert tilegnet gennem vearker og farst efter
at Europas egen leerdom var blevet i stand til at forsta hvad de gik ud
pall. | samme forstand som Thales og Euklid har ogsa det mirakel som
al-Khwarizmi deltog i givet form til dén moderne matematik der spseender
fra bygningsingenigrens stabi til den algebraiske geometri.

% | det tidlige trettende arhundrede havde Jordanus de Nemore forstaet den antikke
matematiks underliggende malszetninger for godt i forhold til hvad hans samtidige
var i stand til at falge. Faglgen blev at ingen fulgte ham — jfr. [Hayrup 1988: 339-343].
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Del 2
»De fire sider og arealet«
En beretning






De mange genoptagelser af én gang strejfede temaer i nye sammen-
haenge 1 Del 1 viser at det kalejdoskopiske billede der fremlaegges i de
indleverede arbejder ikke er uden indre sammenhange. De viser ikke at
der er lige netop én sammenhang, og at pasta at der er ville vare forkert.
Netop fordi de enkelte studier er startet ud fra forskellige saerspgrgsmal
forgrener de sig hver for sig ud i omrader der har at gare med det enkelte
arbejdes udgangspunkt men ikke med helheden. En totalsammenhang
der kunne optage alt i sig ville veere intet mindre end »den fgr-moderne
»vestlige«®! [=egyptisk-mesopotamisk-graesk-romersk-islamisk-latinske]
matematiks begrebs- og socialhistorie set i hovedsagelig algebraisk
perspektiv« — og det emne daekkes til gengaeld kun sporadisk.

Formalet med Del 2 er at etablere, ikke sammenhazngen men en mulig
hovedsammenhang. Midlet er en beretning der (hvad angar ideer, begreber
og dokumentation) treekker pa en meget stor del af de arbejder der er
resumeret i Del 1 men som samtidig reekker videre i tid. Centrum i
beretningen er en bestemt matematisk opgave — at finde siden af et kvadrat
ud fra summen af de fire sider og arealet — som dukker op farste gang
I en oldbabylonisk tekst og for vistnok sidste i Luca Paciolis Summa de
arithmetica. Opgaven hgrer hjemme i landmaler-algebraen, og ved at fglge
den og dens narmeste slaegtninge kan man spore landmaler-algebraens
vekselvirkning med en raekke skriftlige matematiske kulturer.

% Jeg benytter lejligheden til at insistere pa at et skel mellem »vestlig« og »ikke-
vestlig« videnskab — hvis det skal veere andet end en falsk generalisering af det
ekspanderede moderne Europas videnskab ud i tidlgsheden — med ngdvendighed
ma omfatte hele dette omrade. Der er, sa at sige, tale om det geografiske omrade
hvor middelalderens reception af Aristoteles, Euklid og Galen var en omvaltning.
Heroverfor star omrader som Indien og Kina, hvis hjemlige traditioner ikke lod
sig skubbe til side eller underkaste.

Selv i denne fortolkning forbliver begrebet dog provinsielt; skellet mellem f.
eks. den indiske og den kinesiske verden er ikke mindre skarpt.
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VI1I. Et oldbabylonisk kvadratproblem

Den fagrste opgave fra en oldbabyloniske »kvadrattekst« BM 13901 blev
omtalt ovenfor, s. 18. Opgave nr. 23 fra den samme tavle lyder saledes?!:

I en mark har jeg ophobet de fire fronter og arealet: 41°40"".

4, de fire fronter, indskriver du. Den reciprokke af 4 er 15,

15" lgfter du til 41°407": 10°25"" indskriver du.

1, fremspringet, fgjer du til: 1°10°25" ger 1°5" ligesidet.

1, fremspringet som du har tilfgjet, river du ud: 5 gentager du
indtil to gange: 10" nindan star imod sig selv.

De benyttede oversattelser er de pa s.
15ff indfarte. Hertil skal fgjes fglgende:
At den glose der ellers oversattes »areal«
faktisk her skal opfattes i sin betydning
»mark« kan ikke bevises definitivt, men
antydes af grammatikken; »fronten« er --4--------1 -
det akkadiske ord hvis sumeriske sekvi-
valent oversattes »bredde« i standard-
rektangelopgaverne. At en mark har fire
af dem betyder at den er kvadratisk, og
at ordet ftér pa akkadisk viser at der Figur 7. BM 13901, opgave 23: »De
teenkes pa en »virkelig« reference, ikke  fire sider og arealet«.
pa en abstrakt »algebraisk« repraesentant.
At der ikke er tale om fire gange siden men netop om de fire sider som
kvadratet har fremgar af den grammatiske konstruktion. At en vis leengde
»star mod sig selv« betyder sluttelig at den er side i et ligesidet rektangel,
altsd i et kvadrat.

Det der foregar svarer til Figur 7: Arealet er det centrale kvadrat, og

I I

% Se [A: 271f]. Jeg har (her og videre frem) udeladt angivelser af hvor der er tale
om sikre rekonstruktioner af beskadigede tekststeder ud fra parallelle passager.
Sadanne angivelser ville for ofte kollidere med oversattelsernes eendrede ordstillin-
ger, uanset hvor trofast jeg bestreeber mig pa at gengive originalteksten.
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de fire »vinger« er siderne forsynet med et »fremspring« pa 1. Hele det
fuldt optrukne areal er altsa 10°25". Heraf tages 7, og »fremspringet,
opfattet som repraesentant for det kvadrat det udspander, tilfgjes. Den
kompletterede gnomon har et areal pa 1°10"25"" og dermed en side pa 1°5".
Rives det tilfgjede fremspring ud igen (denne gang som lengde og ikke
som repraesentant for den kvadratiske figur) har vi 5 tilbage, der ved
spejling giver en side pa 10".

Der er altsa endnu engang tale om en »naiv« klippe-klistre-procedure,
men metoden er alligevel useedvanlig — alle tilsvarende opgaver pa tavlen
folger den metode der blev vist i Figur 2.

Alt i alt indeholder tavlen fglgende opgaver:

1. Q+s =45
2. Q-s=1430
3. Q-YQ+¥s =20
4. Q-YQ+s = 4°46°40°
5. Q+s+/s =55
6. Q+%s =35
7. 11Q+7s = 6°15°
8. Q,+Q,=21740", s,+s, = 50" (rekonstrueret)
9. Q,+Q, =121°40", s, = 5,+10°
10. Q,+Q, = 21°15°, s, = 51_1/731
11. Q+Q, =28°15", s, = Sl+l/7S1
12.  Q,+Q, =21°40"", =2(s,,8,) = 10
13. Q,+Q,=2820",s,=17s,
14, Q+Q,=2525",s, = #s,+5
15, Q+Q,+Q,+Q, = 2757, (5,,53,5,) = (2/,1/2,13)81
16. Q-/4s=5
17.  Q+Q,+Q, = 10°12°45", s, = ¥/s,, 5, = 75,
18. Q,+Q,+Q, =2320",s, =s,+10", s, = 5,+10°
19. Q,+Q,+(s-s,) = 2372077, s;+s, = 50
20. [mangler]
21. [mangler]
22. [mangler]
23, ,5+Q =4140"
24, Q,+Q,+Q, =29'10", s, = %5,+5, 5, = 45,+2°30”
Her betegner s kvadratsider og Q de tilhgrende arealer (s, 09 Q,, 1 = 1, 2,

..., nar flere kvadrater optrader); ,s star for »de fire sider« af et kvadrat.
For at muliggere skelnen mellem rektangel- og kvadratkonstruktion bruges
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I stedet for »x« herefter —=(a,b) om rektanglet udspaendt af liniestykkerne
a 0g b og [J(s) om kvadratet udspandt over s. Ledraekkefglgen svarer overalt
til tekstens ordfalge.

Vi bemarker at kun nr. 23 refererer til »de fire sider«, og at kun nr.
23 naevner siderne far arealet. Nr. 23 er ogsa den eneste opgave der ikke
omtaler kvadratsiden som mithartum, og den eneste der ggr brug af et
specielt trick som kun virker pa grund af den sarlige »koefficient« 4.

Et sidste slaende treek er sidens leengde. Mens alle andre opgaver
omhandlende kun ét kvadrat har sider pa 30 (i vekslende stagrrelsesorden),
med én undtagelse pa 20, er denne side 10. | denne som i alle de andre
henseender hvor opgaven er en undtagelse i forhold til den omgivende
tekst er den det ogsa i forhold til den oldbabyloniske matematik som
helhed.

Virkelighedsreferencerne, det slaende valg af netop alle fire sider, og
brugen af et seerligt trick er altsammen treek der far opgaven til at minde
mere om en gade end om den forholdsvis systematiske gennemgang af
besleegtede opgaver af stigende kompleksitet som ellers kendetegner
teksten. Opgaven har snarere karakter af underholdningsopgave end af
normal skriverskolematematik. Det passer glimrende med dens ved farste
blik markveerdige placering pa tavlen, langt fra de besleegtede og
tilsvarende simple stykker — der er tilsyneladende tale om genren »sidste
opgave far jul«. Vi skal se at det ogsa passer med den afvigende veerdi
af siden.

VIII. Al-Khwarizmis beviser

Ingen anden babylonisk tekst jeg kender til handler om de fire sider,
og ingen bruger en metode der bygger pa noget i retning af Figur 7. Farste
gang noget lignende dukker op i en nogenlunde daterbar tekst er i al-
Khwarizmis Algebrat®,

% overensstemmelse med resultatet af [M] bruger jeg Gherardos oversettelse (ed.
[Hughes 1986]). Forskellen mellem denne og de gvrige versioner er dog ikke af
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Som sagt giver al-Khwarizmi to forskellige [
beviser for tilfeldet »En formue og ti af dens
kvadratrgdder er 39«. Bevis nr. 2 blev vist ovenfor
(Figur 1, jfr. gennemgangen s. 14). Det farste og t | Formue | g
tilsyneladende oprindelige (jfr. s. 56) faglger et
andet princip: Formuen repraesenteres ved det
centrale kvadrat ab. Langs de fire sider la&egges nu e
rektanglc_er g, h, t og k med bredde 1074 = 2%, _og Figur 8. Al-Khwariznis
leengde lig med roden. Dernaest udfyldes med fire  fgrste bevis. Efter
kvadrater I(2%,) i hjgrnerne, altsd med et samlet [Hughes 1986: 237].
areal 4-67, = 25. Det saledes kompletterede kva-
drat de har et areal pa 39+25 = 64 og dermed sideleengden 8. Udrives nu
to gange 1074 bliver der 3 tilbage til den oprindelige formues kvadratrod.

Beviset harmonerer darligt med den algoritme hvis rigtighed al-
Khwarizmi vil bevise (r = V(39+['%])-'%), mens det alternative bevis passer
perfekt. Ingen af beviserne er efter teksten at desmme opfundet til lejlig-
heden; nar det farste overhovedet bringes (og antagelig i ferste omgang
bringes alene) ma det enten vere fordi det er det som al-Khwarizmi selv
farst kommer i tanker om, eller fordi han mener at det vil vaere det som
ligger leeseren naermest (en tredie teenkelig forklaring, forkarlighed for
symmetri, er der ikke spor af i resten af veerket). Konfigurationen — som
vi kender fra Figur 7 — ma ogsa have veret velkendt i det 9. arhundrede.

a

b

IX. Abu Bakr og »landmaler-algebraen«

Det bekreeftes i den Liber mensurationum der ovenfor iseer behandledes
i forbindelse med [L]. Handbogen er som sagt skrevet af en i gvrigt
uidentificeret Abu Bakr, og som vi skal se tyder visse traek i terminologien
pa at den er skrevet fgr eller omtrent samtidig med al-Khwarizmis Algebra.
| det 12. arhundrede oversatte Gherardo af Cremona den med sin vanlige

stgrre betydning for det fglgende.
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ngjagtighed til latin®”; som vi skal se har verket ogsa sat sig spor i
Savasordas Liber embadorum og Leonardo Fibonaccis Pratica geometrie. En
arabisk version kendes ikke.

Formelt handler veerket om praktisk geometri, og dets sidste halvdel
domineres da ogsa af egentlig praktisk geometri. De farste kapitler
indeholder derimod mest »omvendte« problemer af den type der har faet
mig til at tale om »landmaler-algebra« — »bleendende« problemer, som al-
Khwarizmi kaldte dem, problemer der kan tjene til at fremvise virtuositet
men ikke har nogen egentlig anvendelsesmaessig relevans.

Ser vi alene pa det farste kapitel (om kvadrater), er opgaverne fglgende:

1. s =10: Q?
2. s=10:d?
3. s+Q = 110: s?
4.  ,s+Q = 140: s?
5. Q-s = 90: s?
6. Q—,5s =60: s,?
7. Ss=7Q:s.?
8.  ,sS=Q:s?
9. ,5-Q =3:5s,? (Begge lgsninger gives)
10.  d =+200; s?
11.  d =+200; Q?
12. ,s+Q =60:s,?
13.  Q-3s=18:¢9?
14,  ,s=% Q: s,
15,  Q/d = 7%: s,?
16. d-s =4:g?
17.  d-s = 5 (der er intet spgrgsmal, kun en tilbagevisning til

det forrige spgrgsmal).
18. d = s,+4: s? (ingen krydshenvisning til nr. 16).
19.  Q/d =74, s?, d?
Q er igen arealet og s siden af et kvadrat, mens d er diagonalen. ,s
»[summen af] dets fire sider« (eller, med samme betydning, simpelthen
»dets sider«), mens s, er »hver af dets sider«. De fglgende to kapitler

¥ En kritisk udgave af denne version er [Busard 1968].

% Teksten er korrupt, eller muligvis tilsigtet uforstaelig, som nr. 50 er det. Mere
eller mindre pa det tilsvarende sted i sin fremstilling har Leonardo Fibonacci (ed.
[Boncompagni 1862: 61]) problemet ,s+/,Q = 77'/,.
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(»kvadrater hvis ene side er leengere«, d.v.s. rektangler®, og rhomber)
domineres i lignende grad af »algebraiske« problemer; fgrst derefter (i
forbindelse med trapezer, skeeve firkanter, trekanter, og andre plane og
rumlige figurer) bliver egentlig geometrisk beregning (i alexandrinsk-
Heronisk tradition) dominerende.

Under behandlingen af kvadraterne ser vi for det farste at »de fire sider
og arealet« dukker op som nr. 4, og igen med en anden numerisk
parameter i nr. 12. Vi bemarker dernast at siderne ganske som i den
oldbabyloniske variant naevnes fgr arealet; mens dette var enestaende i
den babyloniske sammenhaeng ses det at vare reglen her (mens al-jabr-
traditionen altid naevner formuen far rgdderne). Videre kan det fremdrages
at opgaver hvor sider forekommer enten taler om én eller om alle fire sider,
med nr. 13 som eneste undtagelse (selv nr. 13 taler dog om »tre af dets
sider«, ikke om »tre sider« eller »tre gange siden«). Ogsa rektangelsider
(og rhombers diagonaler) optraeder i det falgende altid pa geometrisk
meningsfuld made: Den lange side, den korte side, disses sum eller
differens, alle fire sider. Til sidst leegger man meerke til at standard-
kvadratets side er 10 — de eneste egentlig undtagelser er nr. 8-9, nr. 12-13
og nr. 171,

* Denne sprogbrug er ét af de arkaiske traek der kronologisk placerer vaerket i
naerheden af det 9. arhundredes begyndelse. Den arabiske glose ma veere murabba’,
et ord der egentlig betyder »firkant« (og stadig bruges saledes af al-Khwarizmis
samtidige ibn Turk — for ham er et kvadrat et ligesidet og ligevinklet murabba’)
men allerede hos det tidlige 9. arhundredes Baghdad-matematikere (inkl. al-
Khwarizmi) har erhvervet den pracisere betydning som Gherardo gengiver.

“ Den bagvedliggende idé i nr. 16 og 18 (d—s = 4) synes at veere tilnsermelsen s =
10, d = 14 (skent resultatet findes korrekt som s = 4+v32). I nr. 19 findes diameteren
som 2-7'/,,; opgaven er altsa konstrueret baglens frad = 14'/,, der i kapitlets start
anfgres som approksimation til diagonalens leengde i et 10x10-kvadrat. Neesten-
sammenfaldet mellem nr. 16 og nr. 18 viser at der er gaet nogen galt i overleverin-
gen pa et eller andet tidspunkt (enten under kopieringen af Abu Bakrs tekst eller
I de kilder han bruger), og at nr. 18 er den oprindelige formulering (traditionelt,
og ogsa i denne tekst i gvrigt, forteller opgaveformuleringen forskelle ved en
sammenlignings- og ikke en udrivningssubtraktion). Naboskabet giver os dermed
grund til at tro at de naesten-identiske nr. 15 og 19 ogsa oprindelig er én, og at de
»SyV 0og en halv«inr. 15 er en forvraeengning af de »syv og halvdelen af en syvendedel«
som optrader i nr. 19.
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Mange af opgaverne lgser Abu Bakr pa hvad han selv omtaler som
to forskellige mader. Den ene har ikke noget navn og kan altsa anses for
den standardmetode der hgrer til opgavernes tradition; den anden er al-jabr
(aliabra i Gherardos oversattelse). En oversattelse* af nr. 3, 4 og 6 kan
illustrere forholdet mellem de to metoder:

3.  Og hvis han [en »nogen« der praesenteres i nr. 1] har sagt til dig: Jeg har lagt
siden og arealet sammen, og hvad der fremkom var 110. Hvor meget er altsa
hver af dets sider?

Fremgangsmaden her vil veere at du tager sidens halvdel som halvdel og
multiplicerer den med sig selv. Der fremkommer en kvart, som du leegger
til 110, og det bliver 1107, hvis rod du derfor uddrager, som er 107, fra hvilket
du fratreekker den halve, og der bliver 10 tilbage som er siden. Indse!

Der er ogsa en anden metode til det ifglge al-jabr, som er, at du saetter siden
som en ting, som du multiplicerer med sig selv, og hvad der fremkommer
vil veere en formue som er arealet. Til dette leegger du derfor siden efter det
som du har sat, og hvad der fremkommer vil veere en formue og en ting som
er ligmed 110. Ggr derfor som du har leert tidligere i al-jabr, d.v.s., du halverer
tingen og multiplicerer den med sig selv, og hvad der fremkommer laegger
du til 110 og uddrager roden af det der er lagt sammen, og treekker den halve
rod fra. Hvad der er tilbage vil nemlig sa veere siden.

4.  Og hvis han har sagt: Jeg har lagt dets 4 sider og dets areal sammen, og hvad
der fremkom var 140, hvor meget er altsa hver side?

Fremgangsmaden her vil veere at du halverer siderne hvad der vil blive
2. Multiplicer derfor dette med sig selv og der fremkommer 4 som du lseegger
til 1<40, og hvad der fremkommer vil veere 1>44, hvis rod du tager som er
12, fra hvilket du treekker halvdelen af 4, det der sa bliver tilbage er siden
som er 10.

Det kan tilfgjes at nr. 12 bygger pa samme geometriske konfiguration som nr.
6, et 6x10-kvadrat, og at naiv-geometriske lgsninger af de to opgaver vil veere
identiske (enhver »areal-minus-fire-sider«-opgave har dette forhold til en »areal-
plus-fire-sider«-opgave). Nr. 13 handler sa om det samme kvadrat som nr. 12. Man
kan altsa beskrive disse to afvigelser fra normen som led i en kaskade af afledte
opgaver. Nr. 17 kunne veare opstaet som en parallel til nr. 16 ud fra tilnzermelsen
V2:1 =17:12 —nr. 16 og 17 kunne faktisk teenkes at veere relateret til side-diagonal-
tals-algoritmen, jfr. [Hayrup 1986: 461].

* Generelt bestraeber jeg mig pa i denne og de falgende overseettelser at holde mig
meget teet pa originalteksten; da Gherardo skifter uden system mellem romertal,
arabertal og tal skrevet i ord, tillader jeg mig dog for overskuelighedens skyld at
bruge arabertal overalt.
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6. Og hvis han har sagt: Jeg har trukket dets sider fra dets areal, og der blev
60 tilbage, hvor meget er sa hver enkelt af dets sider?

Her vil fremgangsmaden vere, at du halverer siderne hvad der bliver 2.
Multiplicer derfor dette med sig selv og leeg det til 60 og uddrag roden af
det der er lagt sammen, hvad der bliver 8. Lag altsa halvdelen af antallet af
sider hertil, og hvad der fremkommer vil vaere 10 som er siden.

Men dets fremgangsmade ifalge al-jabr er at du saetter siden som en ting,
som du multiplicerer med sig selv, og der fremkommer en formue som er
arealet. Treek altsa derfra dets 4 sider som er 4 ting, der bliver sa en formue
minus 4 ting tilbage hvad der er lig med 60. Fuldsteendigger derfor og modstil,
d.v.s., du fuldsteendigger formuen med de 4 subtraherede ting og fgjer dem
til 60, og du vil altsa have en formue som er lig med 4 ting og 60 drachmer.
Ger derfor som du har leert tidligere i det sjette spgrgsmal, d.v.s., du halverer
regdderne og multiplicerer dem med sig selv og fgjer dem til tallet og uddrager
dets kvadratrod, og hvad der fremkommer vil vaere det som er 8. Fgj sa
halvdelen hertil og der fremkommer 10, som vil vere siden.

Allerfgrst kan vi leegge meerke til at de to metoder har alle numeriske
trin til faelles — som Abu Bakr ogsa ggr opmarksom pa med sit »det som
er 8« i nr. 6. Forskellen mellem de to metoder ma altsa besta i noget andet;
den slutning &ndres ikke af at de to metoder i visse andre problemer ogsa
afviger fra hinanden i numerisk fremgangsmade.

Al-jabr er tydeligvis den teknik som al-Khwarizmi praesenterer under
samme navn, og Abu Bakrs afhandling ma vere blevet skrevet som
ledsagestykke til en udleegning af al-jabr. At der ikke kan veere tale om
selve al-Khwarizmis vaerk men et arbejde med mere direkte rgdder i den
eeldre tradition fremgar af visse terminologiske ejendommeligheder -
nermere bestemt af anvendelsen af begreberne »fuldstendigggrelse«
(arabisk al-jabr) og »modstilling« (arabisk al-mugabalah). Der er altsa tale
om en afvigende brug af netop de to termer der har givet teknikken dens
fulde arabiske navn, og som ogsa indgar i titlen pa al-Khwarizmis Algebra,
Kitab al-jabr wa’l-mugabalah (»Bog om al-jabr og al-mugabalah«), og ikke om
et perifert traek.

Al-Khwarizmi bruger »fuldstaendiggerelse« udelukkende om eliminatio-
nen af et subtraktivt led (den made hvorpa Abu Bakr bruger ordet i nr.
6); reduktion af en koefficient til 1 betegnes pa en anden made, og pa
samme made uanset om den koefficient der elimineres er stgrre eller
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mindre end 14, Abu Bakr fuldsteendigger »en formue minus 4 ting«
ved at addere 4 ting (i nr. 6), og »en fjerdedel af en formue« ved at
multiplicere med 4 (i nr. 55)*3,

»Modstilling« betegner for al-Khwarizmi det modsatte af »fuldstaendig-
garelse«, subtraktion af en addend pa begge sider af ligningen. I Liber
mensurationum er meningen igen mere svingende og mestendels afvigende.
Al-Khwarizmi bruger en fast vending »fuldsteendiggar og leeg til« (hvor
fuldsteendiggerelsen er eliminering af leddet —a pa den ene side, der
modsvares af at a laegges til pa den anden); i samme funktion bruger Abu
Bakr vendingen »fuldsteendigger og modstil« (nr. 5, 6, 9 m.fl.); et enkelt
sted (i nr. 22) bruges termen som af al-Khwarizmt; hyppigt, nar en starrelse
A »modstilles med« en anden stagrrelse B betyder det at ligningen A = B
opstilles*. Opsummeret som ét begreb synes »modstilling« for Abu Bakr
at veere »at seette noget pa den anden side«, enten i en allerede eksisterende
ligning eller ved at en ligning dannes.

Bl. a. fordi den metaforisk er mere meningsfuld end al-Khwarizmis
er det haevet over rimelig tvivl at Abu Bakrs sprogbrug er oprindelig og
al-Khwarizmis resultatet af et forsgg pa terminologisk opstramning (jfr.
ogsa [Saliba 1972]) - ikke ngdvendigvis al-Khwarizmis alene, men i hvert
fald en opstramning han deltog i. Den al-jabr-introduktion som Abu Bakr
refererer til ma derfor veere teettere pa den subvidenskabelige tradition
end al-Khwarizmis — hvis ikke i tid sa i hvert fald i substans og stil (og
af samme grund derfor heller ikke meget senere i tid end al-Khwarizmi).

Sa vidt al-jabr-metoden. Standardmetoden adskilte sig, som vi husker,
ikke (altid) fra al-jabr hvad angik de numeriske skridt. Alligevel betragtede
Abu Bakr den som en anden metode. Det ma have en grund.

Hvis de to metoders numeriske skridt altid havde vearet identiske,

“2 Se folgende passager i [Hughes (ed.) 1986]: 11 A:11f; 11B:12-14; \V1:18,45f,70; V11:6f,
30-34,52f,84,92,119f,121f,121f. “Modstilling” forekommer VI:745 og VII:19.

* At »fuldsteendigggrelse« daekker opretning af ethvert underskud, uanset om det
er subtraktivt eller partitivt, bekraftes ogsa uden for al-jabr-sektionerne: | standard-
lgsningen pa nr. 7, og i de egentligt geometriske nr. 67, 100 og 102. Ved en enkelt
lejlighed (i nr. 55) betegner det endda en korrektion af et overskud ved subtraktion
af det pagaldende led.

“Helt klart i nr. 41, 48, 49, 50, og lidt mindre entydigt bl.a. i nr. 7, 24, 25, 31.
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kunne standardmetoden have veeret en reduktion af al-jabr-metodens skridt
til algoritme, og al-jabr-fremstillingen en eftervisning af at algoritmen var
korrekt. Men dels ville denne tydning stride mod den utvetydige praesenta-
tion af al-jabr som en anden metode; dels er skridtene netop ikke altid
identiske. Standardmetoden ma veere mere end blot en algoritmisk
reduktion af al-jabr.

Som farste skridt i tydningen kan vi bemarke den omhu hvormed det
forklares at »formuen« repraesenterer kvadratets areal og »roden« (eller
»tingen«, som bruges i samme funktion indtil standardligningen er opstillet
og mestendels ogsa derefter) dets side. | sig selv kan altsa (som ogsa
fremgar af al-Khwarizmis tekst) »formuen« og »tingen« ikke veere
geometriske starrelser — de ma opfattes som tal. Det er sa en nzrliggende
formodning at standardmetoden afviger fra al-jabr netop ved at referere
direkte til de geometriske stgrrelser — ikke mindst fordi der i gennem-
gangen af den intet siges om reprasentation.

Formodningen stattes af flere forhold. Der er for det farste ordet »indse«
(intellige i den latinske tekst). Det forekommer gang pa gang i veerket, i
delvis varierende sammenhang. To gange star det som opfordring til at
gennemskue en villet uigennemskuelig og grundlgst kompleks beregning
og indse hvorfor den trods alt er korrekt (nr. 50 og 74). | en del af de
opgaver der handler om egentlig geometrisk beregning er det en opfordring
til at betragte en figur i teksten eller ud fra den forsta den foretagne
beregning (et kvadrat med indtegnet diagonal i nr. 2; et ligesidet trapez
i nr. 78; etc.); i den funktion leder det tanken hen pa en anden tekst oversat
af Gherardo fra arabisk, ifglge hvilken inderne »ikke besidder noget bevis
for [en bestemt konstruktion] ud over pafundet intellige ergo« — svarende
til at indiske geometriske tekster faktisk bruger vendingen nyasa, »man
tegner« (etc.) og en figur som klarggring efter fremseettelsen af en regel,
algoritme eller geometrisk-algebraisk identitet™*!, Endelig bruges ordet
gang pa gang som i nr. 3, efter preesentationen af standardmetoden (men
ikke al-jabr-metoden) til lgsning af et kvasi-algebraisk problem. Skant der
I disse tilfelde ikke findes nogen figur i den tekst Gherardo har oversat
tyder parallellen med de egentligt geometriske opgaver pa at ordet ogsa

* Fragmentet er i [Clagett 1984: 599]; jfr. [L: 93 n. 22].
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her skal forstds som en opfordring til at forsta ud fra en tegning — i nr.
3 en tegning i stil med Figur 1 eller Figur 2.

Slaende nok formuleres nogle af de opgavelagsninger der sluttes med
et »indse« pa en made som viser at der faktisk teenkes pa de indgaende
geometriske starrelser hele vejen igennem. Et eksempel herpd er nr. 43,
der omhandler rektangel-versionen af »de fire sider og arealet«:

Men hvis han har sagt til dig: Jeg har lagt dets fire sider og dets areal sammen,
og hvad der fremkom var 76, og den ene sider overstiger den anden med 2,
hvor meget er altsa hver side?

Maden at finde det pa vil veere at du
multiplicerer den ene sides overskud over den
anden med et bestandigt 2, og hvad der
fremkommer vil veere 4. Traek det sa fra 76,
og der vil blive 72 tilbage, leg dernast an-
tallet af sider sammen, som er 4, og fgj det til
den ene sides overskud over den anden, og
hvad der fremkommer vil veere 6. Tag sa dets
rod som er 3, og multiplicer det med sig selv
og der fremkommer 9; fgj dem til 72, og der
fremkommer 81. Tag altsa roden af dette som o
er 9, og trek halvdelen af 6 fra som er 3, og =
den korte side vil blive tilbage, som er 6. Laeg
2 til dette, og den lange side vil veere 8. Indse!

Maden at finde det pa efter al-jabr er at du
seetter den korte side som ting, og den lange
vil veere en ting og 2. Multiplicer derfor en
ting med en ting og 2, og arealet bliver en
formue og 2 ting. Leeg dernast kvadratets
[i.e., firkantens] sider sammen, og hvad der
fremkommer vil veere en formue og 6 ting og
4, som er lig 76; traek derfor 4 fra 76, og der
bliver 72 tilbage som er lig med en formue og
6 ting. Gar derfor som tidligere i det fjerde
spargsmal af al-jabr.

. . 0 Figur 9. Liber mensurationum,
De numeriske trin kan forklares pa flere | 43

mader; vi kan, svarende til hvad Abu Bakr

gar i sin al-jabr-lgsning, kalde bredden z og leengden z+2, og derefter ga
mekanisk frem. Vi kan ogsa kalde de to sider x og y (x = y+2); sa bliver
arealet plus siderne xy+2x+2y = xy+4y+2-2 = (x+4)- y+4; saetter vi X = x+4,
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giver det Xy = 76-4 = 72, X = y+(2+4) = y+6. Dermed er problemet
reduceret til at finde siderne af et rektangel hvis areal er 76-4 = 72 (hvor
4 er overskuddet 2 gange et uforanderlig 2), og hvis leengde overstiger
bredden med 2+4 (hvor 4 nu er det samlede antal sider). Denne tolkning
forklarer saledes ikke blot de numeriske trin men ogsa en del af tekstens
ord —inklusive brugen af den identitetsbevarende addition »tilfgje«, siden
resultatet stadig er en (forgget) leengdes overskud over bredden.

Men der er flere pafaldende formuleringer, og x og y er under alle
omstaendigheder anakronismer indtil vi omtolker dem. Det er det der sker
i Figur 9: Farst teenker vi pa siderne som udstyret med en standardbredde
1 (det oldbabyloniske »fremspring«“"). Lengdernes overskud skeeres
af og elimineres, og alle siderne samles og fgjes som hele til leengdens
overskud. Derefter gar alt som i Figur 2: Rektanglets overskud over et
kvadrat halveres (og flyttes), til den fremkomne gnomon fgjes et komplet-
terende kvadrat, etc.

At teksten faktisk henviser til noget andet end blot tallene fremgar af
det tilbagevendende udtryk »hvad der fremkommer/bliver tilbage vil vere
...«. At der ikke er tale om en stilistisk idiosynkrasi, om brug af tomme
fyldord, kan ses af al-jabr-stykkerne, hvor vi har fordelen af at vide hvad
der foregar. Her bruges vendingen ogsa jeevnligt, men aldrig i tilfeelde hvor
»hvad der fremkommer« er et blot og bart talresultat. | stedet for »hvad
der bliver tilbage er 72« siges det uden omsvgb at »der bliver 72 tilbage.
»Hvad der fremkommer« er enten et sammensat algebraisk udtryk eller
en ligning (som her) eller noget der identificeres med noget andet (f. eks.
I slutningen af nr. 3, hvor det numeriske resultat der fremkommer af
algoritmen siges at veere siden, og igen lidt fgr slutningen af nr. 6).

Overfarer vi det til standardmetoden ma sa vendingen »hvad der
fremkommer vil veere a« (hvor a er et tal) skulle laeses »den ting der
fremkommer vil have den numeriske stgrrelse ax. Men da det ikke
forklares, som det sker i al-jabr-sammenhangen, at noget andet repraesen-

** Ogséa Leonardo Fibonacci [ed. Boncompagni 1862: 57] og Pedro Nunez [1567: 6]
fortaller, nar de fortolker al-jabr geometrisk, at »roden« skal forstas som et rektangel
med bredde 1 og la&engde lig med den geometrisk fortolkede »formues« side. Tanke-
gangen har veret naerliggende ogsa uden for den oldbabyloniske ramme (jfr. ogsa
note 16).
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terer opgaveformuleringernes geometriske stgrrelser,
sa ma de »ting« hvis eksistens forudsaettes selv vere
geometriske stgrrelser, afledt ved procedurens opera-
tionerne fra de oprindeligt optraedende starrelser. |
nr. 43 ma saledes »den ting der har stgrrelsen 4« veere
det der fjernes fra de to l&engderektangler — altsa det
lille kvadrat som elimineres i andet trin i Figur 9;
tilsvarende ma »den ting som har stgrrelsen 6« vaere
den ny rektangellengdes overskud over bredden.

Et argument af helt anden art for standardmeto-
dens naiv-geometriske karakter fglger af nr. 38 — en
slags rektangelmodstykke til nr. 1. Her bygger lgs-
ningen pa en fejlslutning der viser sig at vaere neerlig-
gende i den geometriske tolkning:

Men hvis han har sagt til dig: Jeg har lagt den lange
og den korte side og arealet sammen, og hvad der
fremkom var 62, mens den lange side overstiger den
korte med 2, hvor meget er sa hver side?

Maden at finde dette pa vil veere, at du treekker 2
fra 62, og der vil blive 60 tilbage, tilfgj altsa 2 til
halvdelen af antallet af sider, og der fremkommer 4.
Tilfgj derfor dette til 60, og der fremkommer 64, tag
sa dets rod som er 8. Dette er nemlig den lange side.
Men hvis du gnsker den korte, treek 2 fra 8, og der
bliver 6 tilbage som er den korte side.

|
|
_I

Figur 10. Liber men-
surationum, nr. 38

Figur 10 viser hvad der foregar: Vi starter som far men benytter os af
at antallet af involverede sider er 2 og lig med overskuddet af leengde over
bredde (hvorved vi fratager metoden enhver almengyldighed), og danner
derfor en gnomon ved at leegge bade bredden og den forkortede lzengde
langs med rektanglets leengde. Kompletteringen til kvadrat foretages ved
at dels det afskarne stykke og dels et stykke (med bredde 1 og leengde lig
med) »halvdelen af antallet af sider« (altsa 2, antallet af involverede sider)
fagjes ind. Det kompletterede kvadrat far sa areal 64, og dets side (der ifelge

figuren er lig med leengden) bliver 8.

Den korrekte lgsning i nr. 43 kunne i princippet nas i mange forskellige
repraesentationer — der leder altid mange veje frem til et rigtigt resultat.
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Kun detaljer i formuleringen og ikke beregningerne selv forteeller os at der
er tale om klippe-klistre-geometri. Fejlslutningen i nr. 38 kan pa den anden
side vanskeligt forklares hvis ikke beregningen er foregaet i en reprasenta-
tion i sleegt med den viste. Det er figuren der viser det faktiske sammenfald
mellem de to bredder og det halverede overskud af et forleenget rektangel
over kvadratet pa bredden; og det er figuren der frister til at sa mmensatte
kompletteringskvadratet af antallet af involverede sider og overskuddet
af leengde over bredde.

Overensstemmelsen mellem hvad der synes at veere konsekvensen af
den matematiske fejlslutning og hvad der kan udlaeses af tekstformulerin-
gernes detaljer tillader os at konkludere at Abu Bakrs standardmetode til
lesning af de kvasi-algebraiske geometriske problemer byggede pa
geometriske operationer —og at der i hvert fald i de hidtil citerede opgaver
var tale om en »naiv« klippe-klistre-metodel*”. Som det ses angar opera-
tionerne selve de starrelser der definerer problemernel®,

" Der findes undtagelser fra denne regel: Den tilsigtet monstrgse standardlgsning
i nr. 50 er saledes en algoritmisk version af den kringlede al-jabr-lasning der falger
den. Andre standardlgsninger synes at veere geometriske uden at bygge pa klippe-
klistre-metodik. Disse undtagelser er imidlertid ikke relevante i den herveerende
sammenhang, uanset hvor meget de siger om den eklektiske afhandling som
helhed. Allerede ved sin kombination af standard- og al-jabr-lgsninger viser Abu
Bakr at ogsa han er engageret i den syntesedannelse der karakteriserer den islamiske
matematik.

“® Det er, selv i en naiv-geometrisk »klippe-klistre-algebra«, ikke nogen selvfalge.
Ikke alene kunne de oldbabyloniske leengder og bredder saledes repraesentere rene
tal eller priser, hvad der tillod skriverne at bruge teknikken som en almen ars
inveniendi. En linie kunne ogsa repraesentere et kvadratareal, hvad der tillod lgsning
af bikvadratiske problemer (f. eks. BM 13901 nr. 12, der lgses som et bikvadratisk
problem uanset at en simpel kvadratisk lgsning er mulig).

| kontrast hertil er en praksis der begraenser sig til at operere med selve de
starrelser der definerer problemerne ude af stand til at udvikle sig til en almen-
gyldig algebraisk teknik. Man kunne endda fristes til at bruge dette kriterium som
del af en definition; hvis vi bestemmer algebra som kompleks analytisk beregning
(elle teori for sddan beregning) hvor mellemtrin kun giver mening i forhold til en
repraesentation men ikke ngdvendigvis i forhold til de starrelser der definerer
problemet, bliver den oldbabyloniske »algebra« faktisk en algebra, men »landmaler-
algebraen« ikke.
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Den geometriske teknik Abu Bakr bruger i sin »landmaler-algebra«
minder om den vi finder i de oldbabyloniske tekster. Ikke mindst minder
naturligvis »de fire sider og arealet« (inklusive ordreekkefglge og sidens
leengde 10) om BM 13901. Ingen kendt tavle indeholder en preacis analog
til Abu Bakrs nr. 38 og 43, men AO 8862 nr. 1 (se s. 23 og Figur 5) er
tydeligvis en ner sleegtning. Ogsa den ger i sin lgsning brug af et »variabel-
skift«; som det blev bemaerket, henviser formuleringen (ligesom i BM 13901
nr. 23) udtrykkeligt til landmalingspraksis. Det kan tilfgjes at bade AO 8862
og BM 13901 synes at hgre til en tidlige fase af den oldbabyloniske
»algebras« udvikling.

Der er mange andre lighedspunkter mellem de oldbabyloniske tekster
og standarddelen af Abu Bakrs »landmaler-algebra«: Seerlige metoder; et
raffineret og hgjst systematisk skift mellem 1., 2. og 3. person og i
grammatisk tid/aspekt (ned til den detalje at opgaven formuleres som
noget et jeg har gjort, med den ene undtagelse at overskud af le&engde over
bredde altid er der, i praeesens); samt andre seeregenheder i formuleringen.
Vi kan slutte at der bestar en teet forbindelse mellem den oldbabyloniske
»skriverskolealgebra« og Abu Bakrs landmaler-algebra; karakteren af denne
forbindelse skal vi vende tilbage til.

X. Savasorda og Leonardo Fibonacci

Forst skal vi imidlertid se pa to noget senere forfattere der refererer
til den samme tradition: Abraham Bar Hiyya — bedre kendt som Sava-
sorda — og Leonardo Fibonacci.

Savasordas Hibbur ha-mesihah we’tishoret (“Samling om maling og
deling”) er skrevet i det tidlige 12. arhundrede og blev oversat til latin af
Plato af Tivoli som Liber embadorum®. Vaerket er langt staerkere orienteret
mod egentlig geometrisk beregning end Liber mensurationum. Modsat Abu
Bakr treekker Savasorda ogsa pa Euklid - fgrst i indledningskapitlet, hvor
han kopierer definitionerne fra Elementer | og VII samt et antal teoremer,

“Ed. [Curtze 1902: 1-183]. Denne udgave er grundlaget for det fglgende.
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0g senere i en del beviser.

Grunden til at veerket alligevel inddrages her er dets Kapitel 2, Del 1,
§7-21. Her forteeller Savasorda farst at han, inden han gar videre med
trekanter og sadanne firkanter der ma trianguleres, vil anfgre nogle opgaver
om kvadrater, rektangler og rhomber, »saledes at du, med Guds hjzlp,
ved at lgse dem ma vise dig som en skarpsindig og snar gransker«. Derefter
folger farst opgaver om kvadrater:

88. s=10,d?
89. d = v200; s?
§10. Q-,5=21,Q?s?
811. Q+,5s =77, Q?s?
812. S—Q = 3, 5,7 (Begge lgsninger gives).
Disse opgaver er tydeligvis lant. Det er imidlertid ikke sikkert at kilden
er Abu Bakrs handbog, og end ikke sandsynligt: | givet fald skulle
Savasorda have lavet om pa raeekkefalgen af §9-11 og pa lgsningen i 810-11,
men alligevel have opretholdt 812 uforandret — og der skulle veere
tilsvarende sammenstgd mellem trofasthed og forandring i kapitlet om
rektangler.

Abu Bakrs standardmetode syntes at bygge pa klippe-klistre-omgang
med geometriske figurer, selv om Gherardos oversattelse ikke indeholder
andre figurer end det kvadrat, rektangel 0.s.v. som opgaverne handler om.
Savasordas arbejde indeholder faktisk figurer der viser korrektheden af
hans procedurer, og til gengeaeld ingen al-jabr-lgsninger®. Men i det
mindste formelt refererer disse beviser til indledningens euklidiske
teoremer. Det er derfor teenkeligt at de er blevet haftet pa traditionen af
en bearbejder (Savasorda selv eller en forgaenger) med euklidisk dannelse
eller kendskab til Thabit ibn Qurrahs Eftervisning af al-jabrs problemer ved
geometriske beviser [ed. Luckey 1941] —i dette lille arbejde bliver rigtigheden
af al-jabr-praktikernes standardalgoritmer bevist ved hjeelp af Elementer
11.5-6 pa stort set samme made som af Savasorda. Det er imidlertid ogsa
muligt at en sddanne bearbejder har omformuleret en raekke traditionelle
men stadig velkendte »naive« procedurer i euklidisk stil (det er ikke sveert,

> Det er séledes en misforstaelse at Savasordas arbejder skulle vaere »the earliest
exposition of Arab algebra written in Europe« (Levey 1970: 22°).
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som det ses ved sammenligning af figuren i Elementer 11.6 med Figur 2).
Det er med andre ord muligt men ikke sikkert at Savasordas beviser er
en direkte afledning af de procedurer som traditionelt fulgtes med
landmaler-algebraens problemer®,

Leonardo Fibonacci skrev sin Pratica a E_F B
geometrie [ed. Boncompagni 1862] i 1220 og
trak ved den lejlighed pa mange kilder. Som
Curtze formodede i sine noter til Liber em- P
badorum er Savasorda én af dem - det frem-
gar bade af veaerkets opbygningen og af flere
passager med et feelles, utypisk ordvalg.
Mange af de felles opgaver som i 1902
forekom sa utypiske at Curtze med god ret p J T
kunne anse dem for vidnesbyrd om afhaen- Figur 11. Den »naivec
gighed stammer imidlertid fra en eller flere eftervisning af at d?+2A = (I,1,)?
feelles kilder. i et rektangel.

Det geelder ikke mindst de opgaver der
optager os her. Som Curtze ggr opmaerksom pa genfindes Savasordas §8-12
I Pratica — men i anden reekkefglgen og med delvis andre numeriske para-
metre (+n taeller linier i [Boncompagni 1862] fra sidens top og —n fra dens
bund):

Q

* Savasordas §18 kunne ved forste gjekast se ud som et argument imod direkte
kendskab til de traditionelle procedurer. Her afleder han differensen mellem et
rektangels sider fra arealet og diagonalen efter reglen d* = 2A+(l,-1,)?, der tidligere
(i 814) er udledt fra Elementer 11.7. Derefter finder han siderne fra arealet og sidernes
differens. Hvis han havde tenkt pa den »naive« figur der kan formodes at veere
grundlaget for hans regel (Figur 11) kunne han derfra ogsa have set at (I,+1,)* =
d*+2A, hvorfra en lettere lgsning kunne findes. Imidlertid felger en af de tidligt
oldbabyloniske opgaver fra ESnhunna [ed. Baqir 1962] som vi skal omtale nedenfor
(s. 89) preecis samme metode som Savasorda; begge forfattere kan derfor have haft
til hensigt at vise flere standardprocedurer i kombination, i stedet for blot at finde
en elegant lgsning.

Man kan leegge maerke til at beviset for Elementer 11.7 bygger pa deldiagrammet
MGCJ fra Figur 11 (uden diagonaler), mens 11.4 (fra hvilket falger [I,.+1,]* = d*+2A,
en setning som Leonardo Fibonacci bruger i sin lgsning af det tilsvarende problem)
ger brug af det komplette diagram (uden linierne EJ og KH og uden diagonaler).
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p. 58", s =10, d?

p. 582, d = v200; s?

p. 59*°. Q+,s = 140, Q? s?

p. 597, Q-5 =77, Q? s?

p. 60*. S5—Q = 3, 5,7 (begge Igsninger gives).
Formuleringerne er ogsa ganske anderledes end Savasordas, selv om
Leonardo andetsteds (f. eks. nar han gengiver Abu Bakrs nr. 38) skriver
af uden at foretage mere end grammatisk tilretning. Mest sigende er
imidlertid at mange af Leonardos afvigelser fra Savasorda er overens-
stemmelser med traditionen som vi kender den fra Abu Bakr. Som Liber
mensurationum refererer Leonardo til quatuor eius latera, mens Savasorda
I 810 borttager omnium suorum laterum in unam summan collectum; som i
Liber mensurationum er ogsa Leonardos side i opgaven Q+,s = A lig med
1002,

Overensstemmelsernes karakter efterlader ingen tvivle om at Leonardo
har haft Gherardos version of Liber mensurationum (enten fuldt ud eller
i uddrag) liggende pa sin skrivepult mens visse kapitler af Pratica blev
skrevet. Sammenligner man for eksempel Abu Bakrs nr. 38 (se s. 78) med
Leonardos tilsvarende (p. 66™°) stemmer teksterne fra det punkt hvor
spargsmalet stilles ordret overens med fglgende undtagelser: quodque latus
er rettet til unumquodque latus; medietati numeri laterum er kortet ned til
medietati laterum; endelig opfattes talangivelser som pluralis, ikke singularis,
med de konsekvenser det har for verbalendelser og pronomenformer. Alt
andet, inklusive fejlslutningen, overtages ua&ndret, selv om Leonardo
modsat Abu Bakr har en delvis al-jabr-lgsning som han synes at betragte
som forklaring, og som kunne have gjort ham opmarksom pa fejlen hvis
han havde brugt den®?,

*2Det kan ogsé& naevnes at Leonardos modstykke til Savasordas §18 (se note 51)
ligesom Abu Bakr finder summen af siderne, ikke deres differens, og refererer til
Elementer 11.4, ikke 11.7.

>3 Det er ikke usandsynligt at Leonardo faktisk var opmaerksom pa at der var noget
galt, men af gode grunde ikke kunne geette sig til den underliggende naivgeometri-
ske procedure og ikke har gnsket at skrive en alternativ lgsning. Han slutter nemlig
sin al-jabr forklaring med et et cetera netop pa det punkt hvor naste trin ville vise
kortslutningen.
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Pa andre steder har Leonardo geometriske beviser mens sadanne
mangler i Liber mensurationum. Vi kan som eksempel betragte Leonardos
version af »de fire sider og arealet« (s. 59*°):

21

Og hvis overfladen [embadum] og dets fire sider b ¢
er 140; og du vil adskille siderne fra fladen. Lad
der veere et kvadrat ezit, og lad der til det blive
lagt den rektanguleaere flade ae. Og lad ai forleen-
ge it, og be forlenge ez; og lad hvert af linie-
stykkerne be og ai veere 4 pa grund af kvadratets
sideantal. Sa vil fladen ae veere lig med kvadratet g i ¢
et’s fire sider, da dets egen side ei er en af fladen _ _

ae’s sider; mens fladen et indeholder kvadratet :,_:O'?‘i; éilé-teggaégtzsfﬁ'eagirgg
zi’s flade, men [ikke] dets fire s@er. Altsa er er 140«. Efter [Boncompagni
fladen za 140. Og det er som om vi sagde, aten  1gg: 59].

formue med 4 rgdder er lig med 140; og for-

muen er kvadratet et, og dets fire radder er

fladen ae. Nu deles liniestykket ai i to lige store dele ved punktet g, og fordi
linien ti er lagt til linien ai, vil rektangelfladen it gange at sammen med
kvadratet pa linien gi veere lig kvadratet pa linien gt. Men fladen it gange at
er som fladen zt gange at, da it er lig tz.Altsa er fladen zt gange at med
kvadratet pa linien gi lig med kvadratet pa linien gt. Men zt gange at er fladen
za, som er 140; nar der hertil leegges kvadratet pa linien gi, altsa 4, giver det
144 for kvadratet pa linien gt; derfor er gt 12, nemlig roden af 144. Hvis derfor
gi, altsa 2, fiernes fra gt, vil it blive tilbage som 10, og dette er siden pa
kvadratet et. Hvis til dettes overflade, altsa 100, man laegger dets fire sider,
som er 40, vil det blive 140, som det skal. Og sadan gares i alle spgrgsmal i
hvilke et tal er lig med ét kvadrat og sider, nemlig at man til samme tal laegger
kvadratet pa halvdelen af redderne[s antal], og finder roden af summen. Fra
denne fjernes halvdelen af de satte regdder, og den sggte formues rod bliver
tilbage; som, nar den multipliceres med sig selv, giver formuen. For eksempel:
133 drachmer er lig med én formue og 12 rgdder. Hvis vi leegger kvadratet
pa halvdelen af radderne, altsa 36, til 133, fas 169; nar vi fra dettes rod, altsa
13, har trukket 6, altsa halvdelen af radderne, bliver der 7 tilbage som den sggte
formues rod; og formuen vil veere 49.

Det geometriske bevis ligner Savasordas (og Thabits), og de samme
bemarkninger kunne ggres. Behandlingen af analogen til Abu Bakrs nr.
38 tyder dog mere direkte end i Savasordas tilfeelde pa at Leonardo ikke
leengere havde kendskab til de »naive« procedurer som al-Khwarizmi og
Abu Bakr stadig kan treekke pa. Det er i den forbindelse ogsa karakteristisk
at Leonardo kun giver en al-jabr-behandling af tilfeeldet »fire sider og
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rektanguleert areal« (Abu Bakrs nr. 43, hvor de »naive« procedurer tradte
frem gennem formuleringerne med seerlig klarhed, jfr. s. 76).

Det ville veaere en selvfglge hvis Leonardos eneste vinduer til traditionen
var Savasorda og Abu Bakr/Gherardo. Han synes imidlertid ogsa at have
kendt til mindst én anden version af Abu Bakrs handbog eller et neaert
beslagtet veerk. Gherardo havde brugt et defekt manuskript, som det
fremgar f. eks. af steder hvor der henvises til »det foregadende« i tilfeelde
hvor det der henvises til faktisk farst kommer senere. Blandt de til-
syneladende korrupte passager er lgsningen til nr. 14, »Jeg har lagt de fire
sider [af et kvadrat] sammen, og lad dem vere %, af dets areal«. Pa det
tilsvarende sted har Leonardo i stedet »de fire sider og % af overfladen
er 777«. Hans foregaende problem er ,s = %Q, og de falgende er ,s = Q
og ,s = 2Q. Hvis Leonardo selv havde repareret pa Gherardos kryptiske
tekst, der uden al tvivl hgrer til samme homogene serie, ville han naeppe
have brudt sekvensen med et inhomogent problem — dertil var han alt for
systematisk en natur. Det er ogsa pafaldende at Leonardo netop her naevner
siderne fgr arealet, som tidligere Abu Bakr og den oldbabyloniske opgave.
| sin forudgaende behandling af opgaven »sider plus areal lig 140« har
han netop, som oversat ovenfor, normaliseret leddenes raekkefalge (eller
I den henseende skgnt ikke i talveerdien fulgt Savasorda). Der er ingen
grund til at forvente at han ville rette pa traditionen nar han kopierer
gammelt stof og sa vende tilbage til den haavdvundne sprogbrug i nyprodu-
cerede tekstopgaver. Vi kan konkludere at Leonardos version ma stamme,
enten fra en afvigende variant af Abu Bakrs tekst eller fra en naertbeslegtet
repraesentant for traditionen.

Alt i alt synes Savasorda, Gherardo og Leonardo saledes at have veeret
I bergring med mindst tre forskellige repraesentanter for den kvasi-
algebraiske tradition der bar opgaven om »de fire sider og arealet« (som
vi skal se synes Luca Pacioli at have haft adgang til materiale med
oprindelse i en fjerde repraesentant). | ingen af disse versioner er dog den
oprindelige klippe-klistre-teknik leengere at finde. Muligvis var den blevet
omstgbt i euklidisk form, muligvis var den blevet erstattet af euklidiske
beviser; hvad der ikke tillod euklidisering (som Abu Bakrs nr. 38 og 43)
blev overleveret uden geometrisk forklaring; netop derfor matte Leonardo
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give op over for nr. 38 (jfr. note 53)®4.

Ogsa et andet treek i de citerede tekster illustrerer traditionens
transformation i tiden mellem Abu Bakr og Leonardo og dens gradvise
assimilation til en til gengaeld mere og mere geometriseret al-jabr-tradition.
Som vi husker gjorde Abu Bakr sig stor umage med at adskille al-jabr- og
standardprocedure, og bade han og al-Khwarizm1 forklarede omhyggeligt
at »formuen« stod for kvadratets areal. Savasorda udviste endnu stgrre
respekt for den geometriske tradition og nevnte end ikke al-jabr (hvad der
dog kan forklares ud fra det publikum han skrev for: de jgdiske menig-
heder i Provence); hans eneste »algebraiske« teori var lant fra Euklid. Hos
Leonardo smelter de tre traditioner fuldsteendig sammen, som vi sa i den
senest oversatte opgave, og som det bliver endnu mere klart i hans
indledning til afsnittet om firkanter (s. 56f). Hvor al-Khwarizmi [ed. Hughes
1986: 233] taler om at der er tre klasser af tal, redder, formuer og simple
tal, der taler Leonardo om tallets og brgkernes natur tredobbelte natur som
redder af kvadrater; kvadrater; og simple tal; og som allerede naevnt ovenfor
(note 46) er redder rektangler med bredden 1. Denne ontologiske om-
vurdering af al-jabr finder sted pa trods af at hele passagen abenlyst statter
sig til al-Khwarizmi som oversat af Gherardo.

Savasorda og Leonardo fortzller os saledes to ting. For det forste at
den tradition som havde baret »de fire sider og arealet« stadigveaek var til
stede i deres verden; for det andet at traditionen kun levede videre som
skygge. Efter at den havde tjent al-Khwarizmi i hans koordinering af al-jabr
og geometrien og efter arhundreders sameksistens med euklidiseret anvendt
geometri besad den subvidenskabelige landmaler-algebra ikke le&ngere
nogen selvsteendig status som disciplin eller teknik; hvad der var tilbage
var en samling agtveerdige opgaver med slaende formuleringer. Som
Gherardo ma have prgvet at udtrykke i sin overseaettelse af Abu Bakrs al-jabr
som aliabra var algebra igennem den islamiske syntese blevet til noget langt

> Leonardos tekst indeholder en vag antydning af at han kan have kendt til »naive«
diagrammer der kunne bruges til at lase komplekse problemer om et rektangels
sider og diagonal (f. eks. |+b+d = 24 = '/, A, Abu Bakrs nr. 47, Leonardo s. 68).
Her bruger Leonardo faktisk et diagram der fas som generalisering af Figur 7. Men
Leonardo kan ogsa have fundet pa diagrammet ved egen hjeelp - det falger naesten
af sig selv fra proceduren.
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bredere end den rent numeriske teknik som »al-jabr-folkene« havde dyrket
far al-Khwarizmis tid.

XI. En rekonstruktion

For vi falger skyggen til dens endelige forsvinden i det 16. arhundrede
skal vi se pa hvad der kan leeres om de algebraiske teenkemaders forhistorie
ud fra hvad der skete med »de fire sider og arealet« og de tilknyttede
opgaver fra de undfangedes og indtil hgjmiddelalderen.

Det farste spgrgsmal har netop at gare med undfangelsen. Fgrste gang
»de fire sider og arealet« dukker op i en kendt skreven kilde er i en lgjerlig
krog af en oldbabylonisk skriverskoletekst. Adskillige traek i formuleringen
syntes imidlertid at vaere teenkt som hentydninger til egentlig landmalings-
praksis — og naeste opdukken findes netop i en islamisk handbog i
landmalerberegning. Er det sandsynligt at et problem fgdt inden for
skriverskolen men udklzedt som en opgave for landmalere ville blive
overtaget af disse sammen med et snaevert udvalg af andre opgaver og
viderefgrt i form af en saerlig »landmaler-algebra«, mens hovedparten af
den oldbabyloniske skriverskole-»algebra« ville forblive skriverskolens seer-
eje og forsvinde sammen med den? Eller skal vi snarer tro at landmaler-
algebraen er udgangspunktet og skriverskolealgebraen en raffineret
videreudvikling?

Problemet er gammelt inden folkloristikken: Er folkeeventyr altid
gesunkenes Kulturgut, rester af sammenbrudte mytologier og/Zeller reflekser
af den skrevne litteratur? Eller sker det at mytologerne i deres konstruktio-
ner og litteraterne i deres treekker pa og transformerer kendte motiver fra
den mundtlige digtning nar de skaber noget nyt? I sidste ende: Produceres
egentlig kultur altid af profeter, preaester, skenander og laerde, og er den
»lave« kultur udelukkende andenhands, forvrenget og mangelfuld?

Sat op pa denne skarpe form har det 19. arhundredes forestilling om
kulturel nedsivning ikke mange fortalere. | videnskabshistorien var det
imidlertid en omstridt omveltning da Edgar Zilsel [1942] i sin tolkning
af senrenassancens videnskabelige revolution pegede pa »superior manual
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laborers« som uundveerlige deltagere i et samspil; Benjamin Farringtons
besleegtede men mindre vidtgaende tolkning af den greeske naturfilosofis
oprindelse (f. eks. [1969: 40f] blev heller ikke accepteret med enstemmighed.
Nar det gaelder den oldbabyloniske »algebra« taler meget dog for at dens
oprindelse skal sgges i praktikernes »landmaler-algebra« og imod en farste
opstaen inden for skriverskolen.

Et indicium er sideleengden i den oldbabyloniske version af »de fire
sider og arealet«. Som hos Abu Bakr og Leonardo er den 10 — men 10
minutter®™!. 10 er et »naturligt« valg i enhver kultur der bruger et deka-
disk talsystem; 10" er pa den anden side ikke, hverken a priori eller hvis
vi undersgger de oldbabyloniske teksters preeferencer — faktisk ville 10 i
enhver sexagesimal stgrrelsesorden vere en utypisk sideleengde i en
oldbabylonisk skoletekst, 10° medregnet. Det er dermed sa godt som
udelukket at det ejendommelige problem skulle vare blevet konstrueret
inden for skriverskolens rammer omkring den unaturlige sideleengde 10
og dernaest veere blevet overtaget af praktikere som ved et lykketreef kunne
rette de 10" (som de vil have opfattet som %) til den »naturlige« veaerdi 10.
Skriverskolens matematikere ville pa den anden side sagtens, hvis de lante
en opgave bygget pa sideleengden 10, kunne placere dette tal i den »nor-
male« starrelsesorden for sddanne opgaver, d.v.s. som 107,

Et andet har at ggre med opgavens emne og udformning. Den
kombinerer pa sldende vis det geometrisk meningsfulde (alle fire sider)
med det praktisk absurde (hvilken landmaler har nogensinde kendt
summen af sider og areal uden at have kendt dem hver for sig farst, og
hvornar har en landmaler haft til opgave at udstikke en mark der var
defineret pa den pageeldende vis?); hovedtypen af skriverskoleopgaver
er nok lige sa praktisk absurde, men til gengald mindre geometrisk
meningsfulde. Denne dobbelthed giver, sammen med Igsningen ved hjeelp
af et ikke-generaliserbart trick, opgaven dens karakter af gade (jfr. s. 68).

% Lad det for en ordens skyld blive gentaget at den serlige formulering, inklusive
leddenes raekkefalge, viser at der faktisk er tale om samme opgave og ikke om et
tilfeeldigt sammenfald.

*® Det er ogsd meget muligt at det er ved skolens adoption af opgaven at delingen
med 4 er blevet indfgrt; i en underholdningsopgave for praktikere er en udfyldning
af alle fire hjgrner (som vi ser den hos al-Khwarizmi) nok sa nzerliggende.
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At landmaler-algebraens opgaver har gadekarakter og gadefunktion
passer udmearket med deres plads i en subvidenskabelig tradition som
dennes »rene« eller »blaendende« niveau; vi kan erindre om Savasordas
begrundelse for at medtage dem i en ellers utilitaristisk orienteret hand-
bog — »at du, med Guds hjelp, ved at lgse dem ma vise dig som en
skarpsindig og snar gransker«. At skriverskolen skulle have fundet pa en
opgave der pa én gang opfylder alle de kriterier som gjorde den velegnet
til overtagelse i et fremmed miljg er ikke troligt. | hvert fald denne opgave
ma veere opstaet i det ikke-skolastiske praktikermiljg og derfra veere lant
af skriverskolen.

En tredie iagttagelse tillader os at lokalisere overtagelsen i tid og rum
og at argumentere for at den galder for mere end en enkelt opgave. Som
omtalt pa s. 80 er Abu Bakrs diskurs forblgffende teet besleegtet med den
made de oldbabyloniske skoleopgaver praesenteres pa. Der er dog én
karakteristisk undtagelse fra denne regel: De oldbabyloniske opgaver
formuleres tilsyneladende af lereren (»Jeg har ophobet de fire sider og
arealet«), ikke i gadeform af en fremmed »nogen«. Men fra denne
undtagelse er der igen en bemeaerkelsesveerdig undtagelse: en reekke tekster
fra Tell Harmal og Tell Dhiba’i [ed. Baqir 1951, 1962], begge beliggende
I kongedgmmet ESnunna (et godt stykke nord for Babylon) og alle fra det
tidligste 18. arhundrede. Netop ESnunna var et tidligt centrum for
udviklingen af en akkadisk skriverkultur — i slutningen af det 19. ar-
hundrede frembragtes i ESnunna den fgrste akkadiske lovsamling, et halvt
arhundrede for Hammurapis. Da »algebra« er en akkadisk genre uden
kendte sumeriske forlgbere og uden spor i terminologien af en sumerisk
forhistorie, kan ESnunna saledes teenkes at veere stedet hvor akkadisk-
talende landmaleres underholdnings-»algebra« blev overtaget af skriversko-
len og udviklet til en matematisk hoveddisciplin®”.

°" Eller muligvis ét af flere steder. Der er en sldende kontrast mellem ensartetheden
af terminologien for det matematiske operationer i de matematiske tekster og
uensartetheden i maden resultater annonceres pa (se [A: 58f]). Mange nordlige
tekster, fra de tidligste til de sidste, bruger tammar, »du ser«; sydlige tekster gar
det aldrig, heller ikke de tidlige BM 13901 og AO 8862 hvor vi finder nogle af de
naermeste slegtninge til landmaler-algebraen.

Larsa kan have veeret andet centrum for overtagelsen; Goetze [MCT, 146-151]
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At »de fire sider og arealet« skulle veere af netop akkadisk oprindelse
passer godt med siden 10; akkadisk er som Abu Bakrs arabiske (og
arameisk, det sprog der ma have formidlet traditionen fra akkadisk til
arabisk) et semitisk sprog med et dekadisk talsystem. At andengradsalge-
braen som helhed skulle kunne fgres tilbage til en akkadisk oprindelse
passer ogsa godt med det navn som den kvadratiske komplettering (selve
disciplinens grundlag) synes at have haft: »den akkadiske metode« (se s.
22). Det passer med et forhold som Robert Whiting [1984: 65f] har gjort
opmaerksom pa: Skoletekster fra den oldakkadiske periode (22. arh. f.v.t.)
som handler om arealmal er s meget lettere at lgse hvis man benytter den
»geometrisk-algebraiske« identitet (Elementer 11.7) O(R-r)+2==(R,r) = OR+Or
at denne regel ma antages at have veret forudsat. Endelig harmonerer det
med fundet af en tavle med en trapeztvedeling®® i et oldakkadisk tempel
(se [Friberg 1990: 541]). Det kunne se ud som om allerede den oldakkadiske
skriverskole havde lant de akkadiske landmaleres underholdningsopgaver
og kvasi-algebraiske teknikker, men at det 21. arhundredes strengt
utilitaristiske skole [G: 19f, 43f] ikke viderefarte lanet. Da der ikke findes
spor af andengrads-»algebra« i de oldakkadiske tekster kan man maske
endda geette pa at den kvadratiske komplettering farst er blevet opfundet
i landmalermiljeet i tiden mellem 2100 og 1900; tekstmaterialet er dog for
begranset til at dette i fgrste omgang kan veere mere end en hypotese.

Principielt kunne skriverskolen have udviklet sin »algebra« uafhangigt
og sa blot lant en gade eller to fra paralleltraditionen. Hertil er der dog
for neert sleegtskab mellem de to teknikker. Vi ma slutte at skriverskolens
»algebra« er skabt pa grundlag af et 1an fra landmalertraditionen — et lan
som sa er blevet frugtbargjort af skriverskolens systematiske tilgang. Den
kvadratiske komplettering, i underholdningssammenhaengen blot et
forblgffende trick pa niveau med tilbagerejserne i gaden om ulven, geden

geetter af ortografiske grunde pa at bade BM 13901 og AO 8862 kan vere fra dette
sted, hvor den oldbabyloniske kulturs karakteristiske sertreek udfolder sig tidligere
end andetsteds.

*8 Opgaven — at dele et trapez i to lige store dele ved hjeelp af en paralleltransver-
sal —er et andet landmalerproblem af »underholdningskarakter« som fglger med
helt til Leonardo, og som optraeder i den oldbabyloniske matematik i en terminologi
der viser sleegtskab med »algebraen.
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og kalhovedet, blev i en skolens sammenhang den hjarnesten hvorpa en
matematisk hoveddisciplin kunne bygges.

Trods al transformation og videreudvikling tillader overlappet mellem
de oldbabyloniske tekster og landmaler-algebraen som den ser ud hos Abu
Bakr (stattet af andre post-babyloniske kilder) os at konstruere en liste over
opgaver som med rimelig sikkerhed kan formodes at have varet indeholdt
i den tidlige oldbabyloniske periodes landmaler-algebra. Selvfglgelig forst
og fremmest s+Q = a og ,s+Q = (vi kan endda formode at a = 110, B =
140); antagelig ogsa opgaver handlende om differenser — areal minus
side(r), side(r) minus areal — og spargsmal om diagonalen nar siden er
givet, og vice versa. For rektangler A = a, I, £l, = 3; A+(l,xl,) = a, I,=l, =
B; A =a, d = (sidstneevnte, Savasordas 818, lgser som omtalt i note 51
en ESnunna-tekst pa praecis samme made som han). Tilstedeverelsen af
opgaver omhandlende flere kvadrater er yderst sandsynlig, i det mindste
Q,+Q, =q, s;xs, = 3 (en alternativ mulighed er rektangelproblemet | %I, =
a, d = BPY), rimeligvis ogsd Q,-Q, = a, s,#s, = B. Rhomber og retvinklede
trekanter synes at have vearet hinsides horisonten, mens de i Liber
mensurationum tjener som paskud for en reekke kvasi-algebraiske problemer.
»Kunstige« koefficienter (antal kvadratsider andre end 1 og 4, 0.S.V.) synes
at have vearet fremmede for den oprindelige tradition. Det er ikke
utenkeligt at opgaver som Abu Bakr’s nr. 16 (d—s = 4) har hgrt til listen
(med »lgsning« s = 10), men de er i givet fald blevet bortcensureret af
skriverskolen.

Takket veere netop brugen af kunstige koefficienter, i kombination med

* To-kvadrattolkningen er langt den sandsynligste. BM 13901 nr. 8 and 9 handler
om to kvadrater, for hvilke arealsummen er givet sammen med sidernes sum eller
differens. Da sidernes kvadratsum (20"2+302 = 21°407") ikke selv er noget kvadrattal
kan problemerne med de givne parametre ikke formuleres som rektangelproblemer.
Det er naturligvis ikke udelukket at skriverskolen ville ndre pa en lant opgaves
parametre — men en reekke opgaver om de samme to kvadrater i Susatekst nr. V
[ed. Bruins & Rutten 1961: 46f] med opgiven sidekvadratsum (heraf én der falder
sammen med BM 13901 nr. 8) taler om det mindste kvadrat som koncentrisk
indlejret i det stagrste — en konfiguration der henviser til den geometriske praktik.
Et problem i denne sekvens (col. Il1, I. 4, uoversat, uomtalt og ukommenteret i
udgaven) opgiver endvidere arealdifferensen og sidedifferensen.
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proportionalitetsbetragtninger og skift af malestok, samt ved at lade de
geometriske grundstarrelser repraesentere andre stagrrelser, udviklede den
oldbabyloniske »algebra« sig til en sofistikeret matematisk disciplin. Det
meste af hvad den havde prasteret ud over hvad der oprindelig var lant
gik imidlertid tabt med den oldbabyloniske kultur og skriverskolens
sammenbrud efter 1600 f.v.t. Ogsa fra den senbabyloniske periode, specielt
seleukidetiden, er der ganske vist fundet et begraenset antal tekster med
»algebraisk« indhold. Nogle pafaldende diskontinuiteter i brugen af
sumerogrammer viser imidlertid at overleveringen er sket uden for
skrivermiljget — der er faktisk tale om en ny overseettelse af en akkadisk
(pa dette tidspunkt maske endda aramaeisk?) terminologi til de klassiske
ordtegn; der synes at vere tale om at skriverne i den sene tid én gang til
lante fra landmalertraditionen og pa den made supplerede deres egne
magre arv (at der ikke er tale om noget fuldsteendigt brud pé skrivernes
matematiske tradition er pa den anden side klart).

I mellemtiden synes en reekke nye opgavetyper at veere blevet opfundet
eller hentet ind i landmalertraditionen. Den mest systematiske sene
behandling af andengradsproblemer er den seleukidiske tekst BM 34568
[ed. MKT I, 14-17]. Alle problemer bortset fra 2 handler om rektangler,
hvor varierende kombinationer af sider, diagonal og areal er opgivet®”,
Med en enkelt undtagelse dukker problemerne op igen i Liber mensuratio-
num (undertiden med andre parametre); den eneste undtagelse (I,+d og
l,+d givne) er endda kun tilsyneladende, siden Abu Bakrs nr. 36 (I,+d og
l,-1, givne) reduceres til det seleukidiske problem og sa lgses som dette.

Pafaldende nok er det eneste rektangel-diagonal-problem der kendes
I en oldbabyloniske udgave (A og d givne) fraveerende fra den seleukidiske
antologi. Ligeledes interessant er en af de to opgaver der ikke handler om
et rektangel. Ikleedningen er et r@r der l&ener mod en vag, og opgaven er
&kvivalent med rektangelproblemet d-1, = a, I, =3 (Abu Bakrs nr. 31). Intet
med den samme substans kendes fra den oldbabyloniske tid; ikledningen
derimod er velkendt, men fra en opgave med den simplere struktur d =
a, I, = a-P.

®1, 09, I, og d; I,+d og L; I,.+l, og A; I,+1, og d; I,+d og I,; I,+d og |,+d; I, +1,+d og
A.
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Alt i alt ser den seleukidiske tekst saledes ud som en fortegnelse over
nye problemer; rgret kunne have til hensigt at vise hvordan denne
fascinerende nye vin kunne haldes pa en agtverdig gammel flaske. Under
alle omstaendigheder er teksten altsa det modsatte af hvad den normalt
regnes for. Den viser ikke den babyloniske matematiks kontinuitet men
vidner om diskontinuitet pa trods af tilsyneladende kontinuitet!®!,

Til gengeaeld synes en sammenligning af kernen i Euklids Elementer I
med hvad vi ved om landmaler-algebraen at vidne om en hgjere grad af
kontinuitet end Neugebauer nogensinde pastod. For bekvemmelighedens
skyld kan prop. 1-10 overseettes som faglger til symboler (hvor det bar
erindres at en sadan oversattelse altid indeholder et element af vilkarlig-
hed - jfr. de to forskellige overseettelser af prop. 7):

1 ca(a,p+g+..+t) = ca(a,p) + =2(a,q) +.+ =3(a,t).
2. 0(a) = ==(a,p) + ==(a,a-p).
3. =3(aatp) = 0O(@) + ==(ap).
4. [O(a+b) = O(a) + O(b) + 2=2(a,b).
5. ca@@b) + O(%) = OCY%).
6. ca(aatp) + O(%) = O(at?).
7. O(a+p) + O(a) = 2co(a+p,a) + T(p) ; eller, alternativt,
O(a) + O(b) = 2=2(a,b) + O(a—h).
4==(a,p) + O(a—p) = O(a+p).
9. O(a) + O(b) = 2[O(*%) + OCH)].
10.  O(a) + O(a+p) = 2[0(%) + O(a+%)].

oo

Vi bemarker at prop. 6 bliver identisk med prop. 5 hvis blot vi seetter b =
a+p. Prop. 5 svarer imidlertid til situationen hvor summen af to rektangelsi-
der a og b kendes (som i prop. 9 er a og b resultatet af delingen af et
liniestykke i ulige dele), og hvor derfor b tegnes i forleengelse af a i beviset;

* Diskontinuiteten kan spores ogsé pa andre niveauer end den matematiske struktur
og brugen af sumerogrammer. Saledes terminologiens struktur og en aritmetisk
konceptualisering trods brugen af geometrisk teknik [A: 345]; fraveeret af »kunstige«
koefficienter og ikke-hele lgsninger, som tegn pa en ret direkte overtagelse fra
landmalertraditionen, uden megen yderligere bearbejdning eller tilpasning (i samme
periodes matematiske astronomi brugtes reciproktabeller med indtil 6 sexagesimale
cifre); og en tilbgjelighed til at konstruere lgsninger ud fra sidernes sum og differens
og ikke fra den halve sum og den halve differens (som de oldbabyloniske skrivere
havde gjort, og som Abu Bakr stadig gar i de fleste af de »gamle« problemer).
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prop. 6 er derimod tilpasset situationen hvor det ene stykke vides at
overstige det andet med p, og de derfor tegnes i overlejring. Prop. 9 og
10 star i praecis samme forhold til hinanden, mens prop. 4 og 7 har et
lignende men ikke helt det samme indbyrdes slaegtskab.

Huvis vi for et gjeblik udskyder prop. 1-3 kan resten ses som »kritikker«
af de traditionelle »naive« procedurer®. Nr. 4 bruger Leonardo nar han
finder summen af et rektangels sider fra diagonalen og arealet, mens
Savasorda (idet han skridt for skridt fglger ESnunna-tekstens fremgangs-
made) bygger pa prop. 7%, Prop. 7 er ogsa en eftervisning af det princip
som ifglge Whiting ligger under de oldakkadiske arealopgaver (jfr. s. 90).
Prop. VI forklarer lgsningen af alle problemer Q+as =3 (herunder »de fire
sider og arealet«) og A = a, |-, = . Prop. 5 har et tilsvarende forhold til
rektangelproblemer A = a, I,+1, = 3 og til as-Q = 3. Prop. 8 synes ikke at
have nogen direkte anvendelse i hvad vi har naevnt indtil nu; det kan
imidlertid forbindes til »de fire sider og arealet«, som eftervisning af at
hvis vi til et kvadrat CI(s) fgjer dets fire sider far vi ikke kvadratet CI(s+2) —
det vi skal tilfgje er i stedet fire sider af »gennemsnitskvadrat« C1(s+1); det
kan ogsa forbindes til den koncentriske indlejring af kvadrater i kvadrater
som blev naevnt i note 59. Prop. 9 og 10 (der som prop. 8 svaver frit i
Elementerne uden at blive brugt andetsteds, og som derfor ma formodes
at veere medtaget pa grund af deres egen seerlige veerdi)®, forklarer
lgsningen af problemer hvor to kvadraters arealsum er kendt sammen med

® Den kantianske klangfarve er tilsigtet. Der er faktisk tale om kritikker i samme
forstand som Kant foretager en kritik af den »naive« Newtonske fornuft, den
»naive« moralopfattelse, den »naive« naturteologi, 0.s.v.: ikke en forkastelse men
en undersggelse af hvorfor, i hvilken forstand og i hvilket omfang det »naive«
opfattelse faktisk holder stik.

% Det bgr betones at Leonardos og Savasordas brug af den udtrykkelige formulering
fra Elementer 11 ikke betyder at pracis denne ordlyd blev brugt inden for landmaler-
traditionen, kun at Euklids propositioner er sa teet pa traditionen at de kan passe
til formalet.

® Strengt taget bliver prop. 9 citeret et enkelt sted, men i hvad der tydeligvis er et
interpoleret lemma. Som lan Mueller [1981: 301] ggr opmaerksom pa kunne prop.
8 0g 10 veere blevet citeret pa samme made, som underbyggelse af stiltiende forud-
seetninger. Det ser ud som om de tre propositioner indeholdt viden der var for
velkendt til at kreeve udtrykkelig reference nar den én gang var begrundet.
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sidernes sum eller differens (BM 13901 nr. 8 og 9 m.v.).

Beviserne for prop. 9 og 10 er tydeligvis af »graesk« og ikke »naiv« type.
De foregaende derimod falder alle i to dele, af hvilke den anden i
princippet er et klippe-klistre-bevis, mens den fagrste beviser at figurens
bestanddele faktisk som forudsat er kvadrater, rektangler o.s.v. Farste del
af beviset er sa at sige garanten for at anden del ikke er »naiv«.

Prop. 1-3 har en lignende funktion. Prop. 1 er en almen »kritik af
landmalernes fornuft«, en eftervisning af at rektanglers areal faktisk kan
klippes og klistres som man plejer at gare; prop. 2 og 3 bruger denne
indsigt pa de serlige tilfeelde hvor sider (forsynet med det seedvanlige
»fremspring«) traekkes fra eller leegges til et kvadratisk areal.

Elementer 11.1-10 synes altsa teet forbundet med landmalertraditionens
klippe-klistre-»algebra«, og at veere formuleret netop som Kkritik. Vi
bemeerker at hele gruppen peger tilbage til de problemer og teknikker der
allerede var kendt i den oldbabyloniske periode; der er ingen spor af
seleukidetekstens »nye« problemtyper (sa lidt som der er spor af de
raffinerede opgavetyper der udvikledes i skriverskolen)®.

Der kan argumenteres for at den slags arealgeometri der kanoniseredes
i Elementer Il udvikledes i det 5. arhundrede som teoretisk undersggelse
inspireret af landmaler-geometri og -algebra®!. Hvis det er tilfeldet er
der grund til at tro at de »nye« opgaver naede eller blev opfundet i Middel-
havsomradet et sted mellem 500 og 250 f.v.t. Man kan taenke enten pa de

% Dette billede forrykkes lidt hvis vi betragter prop. 11-14. Prop. 12 og 13 er den
udvidede pythagoreiske leeresatning, som bruges af Abu Bakr (nr. 125 og 141)
I en afvigende og af Leonardo (s. 35, 38) i forskellige formuleringer (herunder den
euklidiske som ogsa bruges i Herons Metrika [ed. Schone 1903: 12ff]) ved trekantbe-
regning. Prop. 11 er arealformuleringen af det gyldne snit, som kan vere brugt
af Abu Bakr i nr. 51 (at finde et rektangel med diameter 10 og sider og diameter
I geometrisk progression). Prop. 14 viser endelig konstruktionen af et kvadrat med
areal som et givet rektangel. Alt dette er materiale som den oldbabyloniske
landmalertradition ikke kendte til; men det synes umuligt ud fra de foreliggende
tekster at sige hvor meget af det (om noget) der er lant af den graeske videnskabe-
lige geometri fra senere udviklinger inden for praktikken, og hvor meget der (som
Trapproksimationen #/,) er géet den modsatte vej. Under alle omstendigheder
udger prop. 1-10 en gruppe for sig.

% Se [H], hvor videre referencer kan findes.
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kulturkontakter der opstod i forbindelse med Alexanders erobringer eller
pa forbindelserne langs silkevejen®,

Det kan tilfgjes at den lille gruppe andengradsproblemer i Diophants
Arithmetica | ogsa begranser sig til hvad der kan fares tilbage til den
oprindelige landmalertraditions kerne (i aritmetisk overszattelse): rektangel
med kendt areal og kendt sidesum (prop. 27) eller kendt sidedifferens
(prop. 30); to kvadrater med kendt sidesum og arealsum (prop. 28) eller
arealdifferens (prop. 29)€8,

Naeste gang landmaler-algebraen dukke op i kilderne er ved dens
sammenstgd med al-jabr-traditionen, da al-Khwarizmi traekker pa dens
klippe-klistre-teknik i sine geometriske beviser. Disse geometriske beviser
har vi allerede set pa, og der er kun én ting at tilfgje: Under gennemgangen
af hvordan binomier adderes og subtraheres er al-Khwarizmis standardre-
preesentant for kategorien »rod« — d.v.s., den kvadratrod som enten han

*”Da de andengradsproblemer der dukker op i det 1. arhundrede i de kinesiske
Ni kapitler om aritmetik [ed., trans. Vogel 1968: 91ff] er besleegtet med de »nye«
seleukidiske problemer (og ikleedningen af ét af dem, rgret mod veeggen, er et
tydeligt 1an), kan erobring ikke vaere mere end en delforklaring.

% [J: 42] siges det at prop. 29 er uden modstykke i det oldbabyloniske materiale.
Det er strengt taget sandt, men i praktisk henseende forkert. Susatekst nr. V
indeholder (ud over opgaven Q,-Q, = a, s,-S, = B 0g et beskadiget stykke hvor
Diophants opgave kunne have staet) ogsa kort derefter en trekvadrat-opgave der
umiddelbart reduceres til Q,—-Q, = a, s,+s, = 3 (jfr. note 59).

% Hvad der her er sagt om Elementer 11.1-10 og Arithmetica 1.27-30 skal ikke leeses
som en pastand om at den klassiske antiks matematik kun var i kontakt med
landmalertraditionens »gamle« opgaver og hverken med de »nye« eller med andet
materiale fra den oldbabyloniske tradition. En greesk-agyptisk papyrus (Pap.
Geneve 259) indeholder 3 opgaver der alle er gengangere fra BM 34568 (se [J: 31f]).
Andre dele af Diophants veerk har klare affiniteter til oldbabyloniske opgaver der
i deres brug af aritmetisk indsigt ma identificeres som oplagte skriverskoleprodukter
(se [Friberg 1991]). En andengradsopgave fra det pseudo-heroniske Geometrica (at
finde en cirkels diameter fra summen af diameter, perimeter og areal) som genfindes
(uden procedure eller lgsning) i en oldbabylonisk tekst (se [Friberg 1981]) er
formodentlig ogsa et skriverskoleprodukt, uanset at den ligner landmaleropgaverne
I sit fraveer af »kunstige« koefficienter — bl. a. er opgaven, uanset om cirkelarealet
bestemmes ud fra diameteren eller fra perimeteren, ikke-normaliseret, i modstrid
med alle landmalertraditionens gvrige opgave.
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selv eller hans modellaeser farst teenker pa som eksempel pa en rod der
ikke kan reduceres til et rationelt tal —v200, diagonalen af 10x10-kvadratet.
Det er ikke sandsynligt at der kan veere tale om et rent tilfaelde — man kan
sammenligne med Aristoteles konstante reference til enhedskvadratets
diagonal som eksempel pa den irrationelle stgrrelse, ogsa han med
reference til noget velkendt; jfr. ogsa note 40 om muligheden af at skelne
kronologiske strata ved hjeelp af approksimationerne til standardrektanglets
diagonallzengde. Al-Khwarizmis valg af netop V200 er dermed endnu et
tegn pa at landmalertraditionen var velkendt.

Som vi har set, forsvandt landmaler-algebraen ikke som uafhangig
tradition efter at al-Khwarizmi havde integreret dens metoder i sin al-jabr-
syntese. Mindst tre eller fire forskellige varianter var stadig tilgengelige
for Savasorda, Gherardo og Leonardo 3-400 ar senere. Mens om Vi ogsa
har set havde den mistet sin eksistensberettigelse som uafhangig disciplin.
Her som andetsteds havde den islamiske syntese af teoretisk matematik
og praktikermatematik allerede bragt den udvikling godt i vej som i den
moderne epoke forvandlede den sidstnaevnte kategori til anvendt (teoretisk)
matematik. Gherardo viste sine kvaliteter som overseetter af videnskabelige
tekster ved pracist at gengive Abu Bakrs skarpe skelnen mellem (geo-
metrisk) standardmetode og (numerisk) al-jabr. Leonardo viste sine som
matematiker ved ikke at opfatte en pointe der var blevet reduceret til
filologi, eller ved ikke at se nogen pointe i at viderefgre distinktionen.

X1l. Afslutningen

Uanset at »de fire sider og arealet« altsa stod for en dgd tradition
allerede da opgaven blev importeret til det kristne Vesteuropa havde den
det som Lewis Carrolls Cheshire kat: Smilet blev haengende i luften leenge
efter at katten selv var vak.

| den geometriske anden del af sin Summa de arithmetica fra 1494 skriver
Luca Pacioli [1523: 11, fol. 157] at

Skent vi allerede har sagt ganske meget om algebraens regler i den aritmetiske
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del: Sa er det alligevel ngdvendigt at sige noget om dem her.

Det som ngdvendigvis ma siges viser sig at veaere praecis hvad Leonardo
forteeller i sin Pratica geometrie om landmaler-algebraen. I de fleste passager
falger behandlingen Leonardo sa taet at trykfejl i figurernes bogstav-
bestykning kan korrigeres ved hjelp af Leonardos tekst. Men der er
pafaldende undtagelser fra kopieringens praecision. Som diskuteret ovenfor
(s. 85) taler Leonardo ikke i farste omgang om »de fire sider og arealet«
men om »arealet og de fire sider«. Hos Pacioli er det derimod igen »de
fire sider og arealet« der sammenlagt belgber sig til 140. Da dette mgnster
var lige sa fremmed for renaessancens som for den tidlige islamiske og den
oldbabyloniske algebra, er det ikke troligt at Pacioli af sig selv skulle have
rettet pa Leonardo og derved tilfeeldigvis have genfundet en glemt formel.

At Pacioli ikke blot har brugt et eksemplar af Gherardos Liber mensura-
tionum fremgar af Paciolis version af Abu Bakr nr. 38 (se s. 78 og 83): Den
er mere korrekt end Gherardo-versionen, som Leonardo havde gentaget
uden andet end grammatiske korrektioner, idet Pacioli finder de komplet-
terende 4 som »det halve sideantal kvadreret«. Da Gherardo-Leonardo-
teksten er meningslgs som den star er det ogsa her hgjst usandsynligt at
Pacioli blot skulle have rettet pa den, f. eks. stgttet af en al-jabr-analyse
som den Leonardo antyder; havde han gjort det ville han have kunnet rette
begge dele af den dobbelte fejlslutning og ikke kun den ene. En halv
rettelse af fejlen forudsaetter, ligesom den dobbelte fejlslutning, forhastet
argumentation stgttet pa et geometrisk diagram, og af den er der for denne
opgavekategori ingen spor hverken hos Pacioli eller hos Leonardo. Som
der siden Libri [1838: 11,5191, 111,349-356] har vaeret mistanke om synes den
senmiddelalderlige italienske algebra, skgnt i det vaesentlige en selektiv
fortseettelse af Leonardo, at have modtaget impulser fra den islamiske
verdens matematik ad nye kanaler.

Den sidste skygge af landmaler-algebraens smil findes sa vidt jeg
ved!™ i Pedro Nunez Libro de algebra en arithmetica y geometria [1567].
Del 111, kapitel 7 (fol. 227"ff) har overskriften “Om algebraens praksis i de
geometriske tilfeelde eller eksempler, og farst om kvadrater”. Det er tydeligt
af Nunez har draget nytte af Paciolis veerk, som han ogsa selv siger i sin

“Men min laesning af det 16. og 17. &rhundredes algebra er sporadisk
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afsluttende henvendelse til leeseren (fol. 323Y). | saedvanlig symbolsk
oversattelse er eksemplerne om kvadrater de fglgende:

1. s =3:Q7?

2. Q=aqa:s?

3. s=3:.d?

4, d=26:¢s?

5. d+s = 6: d? s?

6. d-s =10:d?s?

7. d-s =3:d?s?

8. s (d-s) =15:s?d?

9. d-(d-s) = 14: s? d?
10. s+Q = 90: s? Q?
11. d+Q = 12: Q? s?
12. s+d+Q = 37: s? d? Q?
13. Q-s=10:s?Q?

14. d-Q=12:5? Q?

Disse oversattelser er dog misvisende for sa vidt som de skjuler ek-
semplernes opbygning. Denne opbygning efterligner formatet fra Euklids
Data (og Jordanus de Nemores De numeris datis). Nr. 11 fortzeller saledes
at »Hvis diameteren og arealet af kvadratet tilsammen skulle vare kendt,
sa vil hver enkelt for sig veere kendt«. Taleksemplet kommer farst ind som
bevis (ved denne brug af eksemplariske beviser adskiller Nunez sig
selvfalgelig fra Euklid og Jordanus). Nunez’s tekster altsa et eksempel pa
den igangveerende forvandling af algebraen fra teknik til teori. Den er ogsa
et vidne om sin tid ved helt at udelade de uigennemsigtige numeriske
algoritmer (det sidste spor af den »naive« klippe-klistre-geometri) og ved
at starte direkte med den algebraiske lgsning.

Men Nunez temaer er traditionelle, som han ogsa antyder ved over-
skriftens bestemte form — los casos o exemplos de geometria. Netop fordi
Nunez gnsker at vise alt hvad algebraen dur til har han brug for at anvende
den vidunderlige teknik bade pa traditionelle problemer og pa endnu mere
komplekse problemer af samme slags (som nr. 12). Han giver kun ét
eksempel pa hver problemtype, og udelader de »fire sider« til fordel for
den ene side; men for sidste gang kommer siden fgr arealet i nr. 10, som
vidnesbyrd om en glemt forbindelse tilbage til den oldbabyloniske
kvadratiske mark; og for sidste gang inden Vietes nye tilgang til homogeni-
tetsproblemet forteelles det at hvad der adderes til arealet er et andet areal,
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idet siden star for en »rodx, et rektangel hvis leengde er siden og hvis
bredde er den linezre enhed (fol. 232" og 6").

Mindre end en menneskealder efter Nunez viste Viéte at algebraen var
I stand til at lgse ganske anderledes komplekse problemer end den
»bleendende« landmalergeometris efterladenskaber. Efter mere end tre
tusind ars eksistens og grundleeggende praegning af tre leerde matematiske
kulturer kunne »arealet og de fire sider« og hele den tradition som opgaven
havde hgrt hjemme i forlade denne verden sa stilfeerdigt at ingen be-
meerkede deres forsvinden, og sa anonymt at ingen erindrede at de
nogensinde havde veeret til.
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XII1. Fortegnelse over behandlede babyloniske tekster

Kun dyberegaende behandling af hele tekster, opgaver eller
serlige aspekter af disse navnes, ikke forbigaende referen-
cer. R henviser til behandling i nerveerende essay. Hvad
angar de gvrige referencer til de indleverede arbejder
[A]-[N] henvises der til oversigten pa side viif.

AO 8862 nr. 1-3
AO 89862 nr. 1
BM 13901 nr. 1
BM 13901 nr. 2
BM 13901 nr. 3
BM 13901 nr. 10
BM 13901 nr. 14
BM 13901 nr. 23
BM 15 285 nr. 10
BM 34568 nr. 9
BM 34568 nr. 18
BM 85200 + VAT 6599
IM 52301 nr. 2
TMS V

TMS VII

TMS VI

TMS IX

TMS XVI

VAT 7532
VAT 8389 nr. 1
VAT 8389 nr. 3
VAT 8390 nr. 1
VAT 8520 nr. 1
YBC 6504

YBC 6967
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L, 100ff

A, 266ff; B, 8ff; L, 95

A, 270f

A, 275ff

A, 278ff

A, 306ff

A, 271; L, 97; R, 66

A, 280f

A, 34f, 343ff

B, 35

C

A, 328ff

brgknotationen: K, 303ff; andre
aspekter E, 165ff; R, note 59

D, 246ff

D, 254ff

A, 320ff

A, 299ff; B, 23ff

B, 15ff

A, 289ff

A, 295ff

A, 281ff
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B, 28ff

A, 263ff
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